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3 Gruplarla Ilgili Yeni Kavramlar

3A Grup Elemanlarimin Dereceleri

Bu béliimde G bir grup, e grubun etkisiz elemani ve g € G olsun.
Notasyon. Her n € Z- igin; g" = g---g, ¢° = e, g7 = (g71)" gosterimleri kullanilir.
d
n adet

Yukaridaki ¢° = e ifadesi baz1 6grencileri rahatsiz edebilir, ancak ¢™’in tanimina esdeger
olan alternatif ¢" = eg--- ¢ tamimi kullanirsak, o zaman ¢° = e bu alternatif tanimin dogal
e

n adet
bir sonucu olur.

"veg =gt --g ' = (¢g") " saglanr.

N———

n adet

Gozlem. Her m,n € Z i¢in, ¢"¢" = g™

Tanim. Eger ¢" = e esitligini saglayan bir n > 0 varsa bu esitligi saglayan pozitif sayilarin
en kiiciigiine g'nin derecesi (veya mertebesi) denir ve bu say1 o(g) ile gosterilir. (Ingilizce
order sozcigliniin bag harfi kullanilir.) Eger ¢” = e higbir n > 0 igin saglanmiyorsa, ¢'nin
derecesi sonsuzdur deriz ve o(g) = oo yazariz.

Ornekler. 1. (Z,+) grubunda, o(1) = oo olur ¢iinkii 1’i kendisi ile kac defa toplarsak
toplayalim 0 sayisim elde edemeyiz. Aslinda (Z, +) grubunda 0 harig tiim elemanlarin
derecesi sonsuzdur. 0 etkisiz eleman oldugu i¢in derecesi 1’dir.

2. Herhangi bir grupta derecesi 1 olan tek elemanin etkisiz eleman oldugunu kanitlayn.

3. (Zpn,+) grubunda, 1'in derecesi n’dir; ancak 2'nin derecesi n’ye baghdir. Tek n degerleri
i¢in 0(2) = n ve ¢ift n degerleri igin 0(2) = n/2 oldugunu kamtlayin.

4. Dj grubundaki id’den farkl iki dondiirme oldugunu hatirlayin. Bunlar 27/3 ve 47/3
radyanlhk dondiirmeler oldugu i¢in dereceleri 3’tiir. D,, grubundaki 27/n radyanhk
dondiirmenin derecesi n’dir; 47 /n radyanlik déndiirmenin derecesi kagtir?

5. Hangi grupta olursa olsun, 180 derecelik dondiirmelerin ve yansimalarin dereceleri 2’dir;
id hari¢ 6telemelerin dereceleri sonsuzdur.

6. (Z%,-) grubunun elemanlarinin derecelerini bulalim. Etkisiz eleman olan 1’'in derecesi
elbette 1'dir. 2-2=4+#1,2-2-2=4-2=3#1ve 2 =3-2 =1 oldugu i¢in 2'nin
derecesi 4’tiir. Benzer sekilde, o(3) = 4 ve o(4) = 2 oldugunu gosterin.

Alstirma 1. Her biri 4 elemanh olan Sym(C), Zy, Zf ve Zj gruplarinin elemanlarimin
derecelerini kargilagtirin.

Aligtirma 2. Her g € G igin, o(g) = o(g™") oldugunu kanitlayin.

Alistirma 3. G grubunda derecesi n olan bir eleman varsa, n’'nin her pozitif m bdleni i¢in
G’de derecesi m olan bir eleman oldugunu kanitlayin.
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Lemma 3.1. Her a € G i¢in |{a)| = o(a) saglanur.

Kamit. G grubundaki her a eleman i¢in (a) ile G’de a’y1 igeren en kiigiik altgrubu goster-
digimizi hatirlaym. (a) altgrubu a¢’mn biitiin kuvvetlerini igermek zorunda oldugu i¢in {a™ |
n € Z} C (a) oldugu kolayca goriiliir. Soldaki kiimenin hem altgrup oldugunu hem de a’y1
igerdigini kontrol ediniz, boyle bir kiime en kiigiik altgruptan daha kii¢iik olamayacagina gore
(a) = {a™ | n € Z} yazabiliriz. Eger a'nin derecesi sonsuzsa m # n igin a™ # a™ olur, yani
{a™ | n € Z} kiimesi sonsuzdur. Eger o(a) = m sonlu ise {a" | n € Z} = {e,a,a?, ..., a™ '}
olur ve istenen sonug elde edilir. O

Dikkat. Herhangi bir n > 0 i¢in ¢" = e bulunca o(g) = n sonucuna varmak lisans 6grencile-
rinin siklikla yaptig1 bir hatadir. Ornegin; (Z, -) grubunda 2% = 1'dir ancak 2'nin derecesi 8
degil, 4’tiir. Egit olmasalar bile g" = e esitligini saglayan n sayilari ile o(g) arasinda bir iligki
vardir. Simdi onu kanitlayalim.

Onerme 3.2. Ejer bir grupta herhangi bir g € G ve n € Z i¢in g" = e saglanyorsa, o(g) | n
dogrudur.

Kanat. Bolme algoritmasindan n = o(g)g +r ve 0 < r < o(g) climlelerini saglayan ¢ ve r
tam sayilarinmn oldugunu biliyoruz. Buradan e = ¢g" = g°9)%" = (¢°9))4g" = e9g" = g" elde
ederiz. Derecenin tanimindan dolay1 ¢" = e ve 0 < 7 < 0(g) ancak r = 0 durumunda dogru
olabilir. (Bunu anladigimizdan emin olun.) Dolayisi ile n = 0(g)q olur yani o(g) | n saglanir.
U

Alistirma 4. G abelyan bir grup, g, h € G olsun. Eger (¢g) N (h) = {e} ise o zaman o(gh) =
ekok(0(g), o(h)) oldugunu kanitlaym. (Ipucu: Onerme 3.2’yi kullanm.)

Aligtirma 5. En az 3 elemani olan ve etkisiz eleman digindaki tiim elemanlariin derecesi 2
olan bir grup var midir? (Not: (Zs,+), ({id, 7}, o) ve diger tiim 2 elemanh gruplar bu kosulu
agikca sagladigl igin soruya en az 3 elemana sahip olma kogulu konulmustur.)

3B Gruplarin Direk Carpimlari

A ve B iki kiime ise A x B = {(a,b) | a € A,b € B} kiimesine A ve B'nin direk ¢arpima
veya (Descartes’tan dolay1) kartezyen ¢arpima denir. Eger A ve B sonlu kiimelerse o zaman
A x B de sonlu bir kiime olur ve eleman sayis1 |[A x B| = |A||B| olarak bulunur.

Simdi verilen iki grubun direk garpimlar: iizerinde bu kiimeyi grup yapacak dogal bir
islem tanimlayacagiz.

Tanim. (G, %) ve (H, o) iki grup olsun, her (g1, h1), (92, he) € G x H eleman cifti i¢in,
(91, h1)(g2, ha) = (g1 % g2, ha 0 ho) € G x H

islemini tamimlayalim.

Teorem 3.3. Yukarida tansmlanan isleme gore iki grubun direk ¢carpima da grup olur.
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Kanat. Islemin kapal oldugunu tanimda gézlemlemistik. G'nin etkisiz elemanini e¢ ile, H'nin
etkisiz elemanini ise ey ile gosterirsek (eq, eyr) ikilisinin etkisiz eleman oldugu (g, h)(eq, ey) =
(g*xeqg,hoey) = (g,h) ve benzeri olan (e, ey)(g,h) = (g, h) esitlikleri sayesinde kanitlanir.
Terslerin bulundugunu (g,h)™' = (¢!, h71) € G x H esitligini kamtlayarak kontrol ediniz.
Birlesme 06zelliginin kaniti okuyucuya birakilmigtir. 0

Sonug 3.4. Her 1 <i < k i¢in G; grupsa Gy X Go X - -- X Gy, de (yukaridaki gibi) girdi girdi
carpma islemine gore grup olur.

Kanat. k > 2 iizerinden tiimevarim yapiniz. O

Ornekler. Hicbir kisitlama olmadan istediginiz herhangi iki (veya daha fazla) grubun di-
rek ¢arpimini alabilir ve yeni grup 6rnekleri elde edebilirsiniz: Zs x Z, Sym(A) x (Qxo, -),
(R33,+) x (Zg,-) x (C,+) x (R[z],+) gibi.

Ozel olarak, herhangi bir G' grubunun kendisi ile direk carpimini da alabilirsiniz, bu
durumda n € Z > 0 olmak iizere G" = G X --- X G kisaltmas1 kullanilir.

Alistirma 6. Iki abelyan grubun direk carpiminin da abelyan oldugunu kanitlaym.

Gozlem. Iki devrili grubun direk carpimi her zaman devirli olmaz. Ornegin, Zy x Zy =
{(0,0), (1,0),(0,1),(1,1)} grubu 4 elemanhdir ve etkisiz eleman hari¢ tiim elemanlarimin
derecesi 2'dir. (Bunu kontrol edin ve Aligtirma 1 ile kargilagtirm.) Ancak Lemma 3.1’den
dolay1 4 elemanli bir grubu iiretebilmek ic¢in derecesi 4 olan bir eleman gereklidir. Dolayisi
ile iki devirli grubun direk ¢arpimi olan Zsy X Zo devirli degildir.

Bazi durumlarda iki devirli grubun direk carpimi devirli olabilir. Ornegin Z, x Zs gru-
bunda o((1,1)) = 6 oldugunu kanitlayiniz. Dolayisi ile, iki devrili grubun direk ¢arpimi olan
Ziy X 73 devirlidir.

Simdi bu durum ile ilgili bir kriter bulacagiz.

Onerme 3.5. m,n € Z~q olsun, Zy, X Z,, grubunun devirli olmasi icin gerek ve yeter kosul
ebob(m,n) = 1 olmasidur.

Kanat. Bu kanitta kullanacagimiz mn = ebob(m,n)ekok(m,n) esitligini hatirlayahm. Ki-
saltma olarak b = ebob(m,n) ve k = ekok(m,n) yazalim, yani yeni esitligimiz mn = bk’dir.
(=): Bu ciimlenin karsit tersi' olan “ebob(m,n) # 1 ise Z,, x Z,, devirli degildir” ciimlesini
kanitlaycagiz. Tanim geregi m | k oldugundan, her a € Z,, i¢in ka = 0 dogrudur. Benzer
sekilde her ¢ € Z, i¢in k¢ = 0 da dogrudur. Dolayisi ile, her (a,c) € Z,, X Z, i¢in k(a,c) =
(ka,ke) = (0,0) olur, yani Onerme 3.2’den dolay1 gruptaki tiim elemanlarm dereceleri k
sayisini boler. Ancak bizim durumumuzda b > 1 oldugu igin, birinci satirdaki esitlikten dolay1
k < mn olduguna dikkat ediniz. Hi¢bir elemanin derecesi mn olmadigi i¢in Lemma 3.1’den
dolay1 bu durumda Z,, x Z, devirli degildir.

(«<): Simdi b = ebob(m,n) = 1 oldugunu varsayip Z,, X Z, grubunun (1, 1) tarafindan
tiretildigini kamitlayalim. Kisaltma olarak d = o((1, 1)) yazalim, amacimiz d = mn oldugunu

1P = (@ ciimlesinin karsit tersi =Q = —P’dir. Bu bicimdeki her ciimle mantiksal olarak karsit tersine
denktir; dolayisi ile biri dogru ise digeri de dogrudur ve biri yanhs ise digeri de yanligtir. Bu nedenle, P = @
bi¢imindeki bir climleyi kanitlamak veya yanlislamak istedigimizde ayni seyi karsit tersi ile de yapabiliriz.
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gostermek. 11k olarak mn(1,1) = (mn, mn) = (0, 0) oldugu i¢in Onerme 3.2’den dolay1 d | mn
oldugunu gorebiliriz.

Ayrica, derecenin tanimu geregi, d(1,1) = (0,0) oldugu i¢in Z,, grubunda d1 = 0 olur,
yani m | d diyebiliriz. Benzer gekilde, n | d sonucuna da varilir. Yani d sayisi m ve n’nin ortak
katidir, 6yleyse en kiigiik ortak katlarinin da katidir, yani &k | d. §imdi b = 1 varsayimindan
dolay1 k = mn oldugunu kanitin birinci satirindaki esitlikten gorelim. Oyleyse bu paragrafta
mn | d’yi kanitladik.

Sonug olarak, mn ve d birbirini bélen pozitif sayilar oldugu igin esit olmak zorundadirlar.
Amacimiz olan mn = d = o((1, 1)) esitligini elde ettik. Simdi (1, 1)’in derecesi grubun eleman
sayisina egit oldugu i¢in Lemma 3.1’den dolay1 Z,, x Z, = ((1,1)) devirlidir. O

Alistirma 7. (a) Z1g X Z75 grubunun devirli olup olmadigima Onerme 3.5'i kullanarak karar
verin.
(b) Bu grupta (1, 1)’in derecesini hesaplayin.

Alistirma 8. Z x Z grubunu devirli olmadigini ama iki eleman tarafindan iiretilebilecegini
kanitlayin.

Alistirma 9. (a) A< G ve B< H ise A x B <G x H oldugunu kanitlayin.
(b) G x H grubunun tiim altgruplarimin yukaridaki gibi olmayabilecegini bir 6érnekle gosterin.
(¢) Z3 x Zg'in tum altgruplarmi bulun.

Alistirma 10. Eger ¢ € G ve h € H dereceleri sonlu olan elemanlarsa G x H grubunda
o((g,h)) = ekok(o(g),o(h)) oldugunu gosterin. Aksi durumda, yani g ve h’den en az birinin
derecesi sonsuzsa o zaman o((g, h)) = oo oldugunu kanitlayin.



