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5 Gruplarda Izomorfizma Kavrami

Iki kiimenin esit olup olmadigina elemanlarina bakarak karar verebiliriz, ciinkii tanima gore
iki kiimenin egit olmasi i¢in ayni elemanlara sahip olmalar1 gerekir. Her grup da aslinda bir
kiime oldugu i¢in elbette ayni tanim gruplar i¢in de gegerlidir; yani iki grubun esit olmasi
i¢in ayni elemanlara sahip olmalar1 gerekir.

Ancak bu egitlik kavrami bizim gruplardaki bazi ayniliklar1 6lgmemize yetmiyor. Bazi
gruplar esit olmadiklar1 halde ¢arpim tablolar1 hemen hemen ayni ¢ikiyor. Biz bu gruplar es
kabul etmek istiyoruz. Aymlik grubun yapisindan (¢arpim tablosundan) kaynaklandig: igin
bu gruplara esyapili ya da izomorfik gruplar diyecegiz. (Eski Yunanca’'da iso- esit, morf ise
sekil, form, yap1 anlamlarina gelmektedir.)

5A Izomorfizma Ornekleri

Tanima ge¢meden 6nce, basit 6rnekleri inceleyelim.

Ornek 1. En kiiciik gruplar tek elemanh gruplardir, onlarla baslayalim: {0} ve {1} kiimeleri
esit olmadiklar1 halde, ({0}, +) ve ({1},-) gruplarn tek bir etkisiz elemandan olugtugu igin,
grup teori acisindan aralarinda bir fark bulunmaz. Tek elemanl tiim gruplar etkisiz eleman-
dan ibaret olmak zorunda oldugu igin, istersek hepsini ({e},-) olarak gosterebiliriz. Daha
matematiksel bir ifade ile séylersek, tek elemanl tiim gruplar ({0}, +) grubuna izomorfiktir.

Ornek 2. n > 3 icin oklu n-gonun simetrileri grubuna C,, diyelim ve bu grubu inceleyelim.
Bu grupta n adet déndiirme oldugunu biliyoruz, déndiirme agilar1 27 /n radyanin katlari
oldugu i¢in p = pas/, kisaltmasim kullanarak, C,, = {id, p, p?, ..., p" '} yazabiliriz. p° = id
ve her k,m € Z igin p*T™" = pk oldugunu hatirlarsak C,, ile Z,, = {0,1,2,...,n — 1} kiimesi
arasinda dogal bir eglesme (yani bire bir ve 6rten bir fonksiyon) oldugunu fark ederiz, bu
eslesmeyi o« : C,, — Z,, ile gosterelim.

Ancak bu yalnizca kiimeleri koruyan bir eglesme mi yoksa grubun iizerindeki iglemi de
koruyor mu sorusunu grup teoride her zaman kendimize sormaliyiz. (Ciinkii grubu grup
yapan iki 6ge vardir: kiime ve iglem, biri digerinden daha az 6nemli degildir.) C,, grubunda,
p* o pl = pF*! olduguna dikkat edin; demek ki, bu grupta bileske almak iisleri toplamaya
karsilik geliyor. Yani, C), grubundan iki eleman alip bilegske aldigimizda ¢ikacak sonug ile bu
iki eleman1 « ile Z,, grubuna gonderip, orda topladiktan sonra o=t ile C,,’e geri geldigimizde
gikacak sonug ayni. Bunu sembollerle ifade edersek, her a,b € C,, i¢in

aob=a*(ala)+ a(b))

saglanir. Dolayisi ile canimiz hangi grupta ¢aligmak isterse orada ¢aligabiliriz ¢linki iki grup
arasinda o’y1 ya da a1 kullanarak iglemi bozmadan gecis yapmak miimkiindiir. (Bu érnekte
a~Vin neden var olduguna dikkat ettiniz mi?)

Ornek 3. Dort elemanl: bircok grup 6rnegi gérdiik, bunlardan dért tanesinin (Cy, o), (Zy, +),
(Sym(C3), 0), (Zy X Zs,+) tablolarim daha dikkatli inceleyelim.
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Yukaridaki tablolar ikinci 6érnegin n = 4 6zel halini géstermektedir. Tablolarda etkisiz
elemanlarin goriildiigii yerleri inceleyiniz. Yukarida verilen « eslesmesinin tablolar iizerindeki
etkisine dikkat ediniz. Yukaridaki iki tablo arasindaki tek fark elemanlarin adlarinin degisti-
rilmig olmasidir, bu yiizeysel farki saymazsak tablolar aynidir diyebiliriz. Bunlara birinci tip
tablolar diyelim. Buradaki iki grup birbirine izomorfiktir.
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Yukaridaki tablolarda da yine etkisiz elemanlarm yerlerini kargilagtirimiz. Iki tabloyu in-
celeyip, aslinda ayni tablolar olduklarini yalnizca elemanlarinin adlarinin degistirildigini fark
ediniz. Bu tablolara da ikinci tip tablolar diyelim. Bu iki grup da izomorfiktir.

Birinci ve ikinci tip tablolarin farkl olduklarina, isim degistirmekle dahi ayni yapilama-
yacaklaria dikkat ediniz. Bunun nedeni iki tip grup arasindaki yapisal farklardir. Ornegin
ikinci tip gruplarda her elemanin karesi etkisiz elemana esitken, birinci tip gruplarda ka-
resi etkisiz eleman olmayan iki eleman bulunmaktadir. Bu yapisal bir farkliliktir, dolayis: ile
yukaridaki birinci tip gruplarla ikinci tip gruplar birbirine izomorfik degildir.

Algtirma 1. (a) Yukardaki birinci tip gruplarin devirli oldugunu, ikinci tip gruplarn ise
devirli olmadigimi gosterin. (Devirli olmak grubun yapisal 6zelliklerinden biridir.)
(b) Dort elemanl her grubun birinci veya ikinci tip oldugunu kanmtlayin.
(c) Asagida verilen dort elemanli gruplarin veya altgruplarm tipini bulun.
({:l:l, ii}? ')7 (Z;7 ')? (Z§7 ')7 <2> < (Z87 +)7 {1d7 (12)<34>7 (13)(24)7 (14)(23)} < Si.

5B Izomorfizmanin Tanimi
Artik izomorfizmanin tanimini verebiliriz.

Tanim. (G, *) ve (H,©) iki grup, a : G — H bir génderme olsun. Eger « bire bir, 6rten ve
her a,b € GG igin

alaxb) = ala) o a(b)
esitligini saghyorsa, a’ya izomorfizma (ya da egyap1 doniigtimii) denir. Bu durumda G ve H
izomorfik gruplardir deriz ve (G, %) = (H, o) ile gdsteririz. Islemlerin ne oldugu aciksa G = H
olarak kisaltabiliriz.

Ornek 4. Boliim 5A’daki 6rnekleri 6zetleyelim: ({0}, +) = ({1},-) = (id, o); her n > 3 igin,
Cn & Lp; (Sym(c3), 0) = (Za X Zp, +).
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Not. Aligtirma 1(b)’yi daha matematiksel olarak yazabiliriz: Dort elemanl her grup Z,’e
veya Zo X Zo’ye izomorfiktir.

Alistirma 2. Asagida izomorfizmalar: tanimi kullanarak kanitlaym.
(a’> (Z’27 +> = ({i1}7 ) = ({ldapﬁ}7 0)7

(b) S5 & Ds,

(c) Geri doniigiim semboliiniin simetri grubu Zs’e izomorfiktir.

(d) (Z%,-) ve (Z3,-) izomorfik mi?

Ornek 5. (a) Her n € Z icin, a(n) = 2n olarak tanimlanan o : Z — 27 izomorfizmadir. Bu
tip climleleri kanitlamak ti¢ 6zelligi kontrol etmemiz gerekir. (1) Bire birlik: a(n) = a(m)
olsun o zaman 2n = 2m olur, burdan da n = m elde edilir. (2) Ortenlik: 2Z grubundan rasgele
alacagimiz bir eleman 2k = a(k) biciminde oldugu icin a 6rtendir. (3) Islemi koruma: her
m,n € Z igin a(m +n) = 2(m +n) = 2m + 2n = a(m) + «(n) olur. Dolayist ile «
izomorfizmadir, yani Z = 27.

(b) Her m € Z+ i¢in Z = mZ oldugunu kanitlayin.

Alstirma 3. Hern > 2 igin H = {0 € S,, | 0(1) = 1} kiimesinin S,, grubunda bir altgrup
oldugu Ahgtirma II’de sorulmugtu. Simdi H =2 S,,_; oldugunu kanitlayin.

Algtirma 4. G herhangi bir grup olsun. Her g € G i¢in eslenik izomorfizmasi ¢, : G — G,
€,(x) = g~ g olarak tanimlanir. Bu géndermenin izomorfizma oldugunu kanitlaym.

Onerme 5.1. G devirli ve n elemanly bir grupsa Z,, 'ye izomorfiktir. G devirli ve sonsuz bir
grupsa 7. ye izomorfiktir.

Kanit. g € G treteg olsun, o zaman tamimdan G = (g) = {¢" | n € Z} oldugunu hatirlaym.
Simdi ilk durumda « : G — Z,, ikinci durumda o : G — Z, a(g¥) = k olarak tanimlansin.
Her iki durumda da a’nin izomorfizma olmasi i¢in gereken ii¢ kosulu kontrol edin. O

Aligtirma 5. Dogru mu, yanlis mi1? G bir grup, H < G ve H = (G ise H = G olur.

Not. Iki izomorfik grup arasinda birden fazla izomorfizma olabilir. Ornegin, id : Z — Z ve
—id : Z — Z, —id(n) = —n gondermelerinin ikisi de izomorfizmadir. Daha ilging érnekleri
asagidaki aligtirmada bulabilirsiniz.

Alstirma 6. p > 2 bir asal say1 olsun. Her 1 < k < p—11i¢in oy : Z, — Z,, a(n) = kn
gondermesinin izomorfizma oldugunu kanitlayin. (Bu ahstirmada p asal olmazsa ne olur?)

5C Izomorfizmalarin Ozellikleri

Bu béliim boyunca, G ve H iki grup, eq € G ve ey € H etkisiz elemanlar ve o : G — H bir
izomorfizma olsun.

Gozlemler.

1. [zomorfizmalar etkisiz eleman etkisiz elemana gonderir, yani a(eq) = ey dogrudur.
Kanit. a(eg) = h € H kisaltmasimni kullanalim, o zaman h = a(eq) = aleges) =
aleg)a(eg) = h? olur. H bir grup oldugu i¢in h = h? esitliginde h’leri sadelestirebiliriz
(elbette iki tarafi da h~! ile garparak). Béylece a(eq) = h = ey elde edilir. O
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2. Tzomorfizmalar tersleri terslere gonderir, yani her g € G i¢in a(g™') = a(g)~! saglanar.

Kamat. Bir grupta her elemanin tek bir tersi oldugu igin a(g~!)a(g) = ey oldugunu
gostermek yeterlidir. [zomorfizmanin iglemi koruma 6zelligini ve Gozlem 1’1 kullanarak
kanit1 tamamlayiniz. O

3. Hern € Z ve her g € G i¢in a(g™) = a(g)"™ dogrudur.

Kamt. Tanimdan dolay1 n = 1, ve yukaridaki gézlemlerden dolay1 n = 0, —1 dogrudur.
Diger durumlar tiimevarim ile kanitlanabilir. 0

4. Izomorfizmalar altgruplar altgruplara génderir, yani A < G ise a(A) < H olur.

Kamit. Kanit okuyucuya birakilmigtir. Kanit1 yaparken a’nin bire birligini veya orten-
ligini kullanmadiginiza dikkat ediniz. 0J

5. Izomorfizmalarin tersi vardiur ve tersleri de izomorfizmadar.

Kanat. Bire bir ve 6rten her fonksiyonun tersinin oldugunu ve tersinin de bire bir ve
orten oldugunu diger derslerden biliyoruz. Oyleyse simdi o' : H — G fonksiyonunun
iglemi korudugunu gosterelim. H grubundan rasgele h,k € H elemanlarini secelim.
Amacimiz a~(hk) = a7t (h)a"t(k) oldugunu kanitlamak. Simdi a érten oldugu igin
h = a(g) ve k = «(l) esitliklerini saglayan ¢g,l € G oldugunu biliyoruz. O halde,
hk = a(g)a(l) = a(gl) olur. Ayrica a ta = id oldugunu goézden kagirmayimiz. Simdi
kanitlamak istedigimiz esitligin solundan baslayip, gerekli doniigiimleri yapip, esitligin
sagma erigselim: o' (hk) = a~*(a(gl)) = gl = o~ (h)a~' (k). Istenen esitligi elde ettik.
O

Not. Yukaridaki kanitta kilit adim h = «(g) ve g = a(l) esitliklerini yazmak gerekti-
gini diigiinmektir. Ogrenciler bazen bu adimi bulmakta zorlanabiliyorlar, ancak kanit
yaparken genel diigiinceniz problemi bildiginiz alana ¢ekip orada ¢ézmek olmalidir. Yu-
karidaki gozlemde de, a’nin izomorfizma oldugunu bildigimiz i¢in degiskenlerimizi «
ile yazmak dogru bir yaklagimdair.

6. Iki izomorfizmanin bileskesi de izomorfizmadur. Dolayist ile, izomorfik olmak gruplar
wein bir denklik bagintisidar.

Kanat. Okuyucuya birakilmigtir. 0

Simdi izomorfizmalarin grubun hangi 6zelliklerini koruduguna bakalim. Bu béliimde de
G ve H iki grup ve o : G — H bir izomorfizma olmaya devam etsin.

Gozlemler.
1. [zomorfizmalar grubun eleman saypsin korur, yani G = H ise |G| = |H| saglanar.
Kanat. Bire bir ve orten tiim gondermeler eleman sayisini korudugu igin izomorfizmalar
da korur. 0

2. Yer degistiren elemanlarin izomorfik gorintileri de yer degistirir, bunun tersi de dog-
rudur; yani gk = kg ancak ve ancak o(g)a(k) = a(k)a(g).
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Kanat. Once gk = kg oldugunu varsayalim, burdan a(gk) = a(kg) olur, izomorfizmala-
rin iglemi koruma 6zelliginden a(g)a(k) = a(k)a(g) elde edilir. (Bu kamtta bire birligi
ve ortenligi kullanmadik.)

Tersini kanitlamak igin «a(g)a(k) = a(k)a(g) oldugunu varsayip, kolayca a(gk) =
a(kg) esitligini elde ederiz. imdi a’nin bire birligini kullanarak istenen sonuca ulagiriz.
(Bu kanitta bire birligin 6énemli bir rol oynadigina dikkat edin.) 0

3. Abelyanhk izomorfizma altinda korunur; yani iki grup izomorfikse, ya ikisi birden abey-
landwr ya da hicbiri abelyan degildir.

Kamit. Gozlem 2'nin kolay bir sonucudur. O

4. Devirli olmak izomorfizma altinda korunur.

Kanit. G = (g) ise H = (a(g)) oldugunu kanitlayiniz. O

5. [zomorfizmalar elemanlarin derecelerini korur, yani her g € G igin o(g) = o(a(g))
saglanar.

Kanat 1. Eger g € G olmak tizere o(g) = n ve o(a(g)) = m olsun (m ve n sonsuz da
olabilsin). Ilk olarak, n < oo oldugunu kabul edelim, o zaman g" = eg olur, iki tarafa
a uygularsak a(g)" = ey olur. Burdan da m = o(a(g)) | n sonucuna variriz, yani m
de sonludur. Aym ciimleleri a(g) ve a™! izomorfizmas: igin yazarsak bu defa n | m
sonucunu elde ederiz. Ikisi de pozitif tam sayilar oldugu i¢in m = n olur. Diger durum
olan n = oo durumu okuyucuya birakilmigtir. O

Kanat 2. Her g € G igin o(g) = |(g)| oldugunu hatirlaym. A = (g) yazalim, bu durumda,
a(A) = (a(g)) olur, dolayst ile o(a(g)) = |a(A)| saglanir. Simdi a’y1 A altgrubuna
kisitlayalim, bu kistalama da izomorfizma oldugu i¢in Gozlem 1’den o(g) = |A| =
|a(A)] = o(a(g)) elde edilir. O

Bu béliimiin kalaninda iki grubun izomorfik olmadiginin nasil kanitlanabilecegine dair
ornekler yapacagiz.

Ornek 6. (Z;,+) ve (Z%,-) gruplarmin izomorfik olmadiklarmi gorelim: Birinci grup 7 ele-
manh ancak ikinci grup 6 elemanl (neden?) oldugu igin iki grubun izomorfik olmasi Gézlem 1
ile celigir.

Ornek 7. Aym sayida elemana sahip S; ve Zg gruplarmm izomorfik olmadiklarini gorelim:
birinci grup abelyan degil ama ikinci grup abelyan oldugu igin Gozlem 3’ten dolay1 izomorfik
olamazlar.

Ornek 8. Hem abelyan hem de ayni sayida elemana sahip Zs x Zs ve Zo gruplarinin izomorfik
olmadiklarini Gozlem 4’1 kullanarak siz kanitlayin.

Ornek 9. (R, +) ve (R*,-) gruplarmm izomorfik olmadiklarmi, ikinci grupta derecesi 2 olan
bir eleman olmasina ragmen birinci grupta hi¢bir elemanin derecesinin 2 olmadigini gostere-
rek ve Gozlem 5’1 kullanarak kanitlayin.
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Ornek 10. (Z,+), (Q, +) ve (R, +) gruplarmin hicbirinin bir digerine izomorfik olmadigim
kanitlayalim. Oncelikle ilk iki grup sayilabilir sonsuz ve son grup sayilamaz sonsuz oldugu
i¢in son grup digerlerine izomorfik degildir.

(Z,+), (Q,+) gruplarinimn izomorfik olmadigmi yeni bir teknikle gosterecegiz. Once iki
grubun izomorfik oldugunu kabul edelim ve « : Z — Q izomorfizmasini secelim. Diyelim
a(l) = a/b € Q olsun. O zaman a/2b de bir rasyonel say1 olur. a érten olduguna gore
a(n) = a/2b’yi saglayan bir n € Z vardir. Simdi a(n +n) = a(n) + a(n) = a/2b+ a/2b =
a/b = a(1) olduguna gore, a’'nin bire birliginden dolay1 2n = 1 ve n € Z olmali. Boyle
bir say1 olmadigina gore geligki elde ettik. Celigkinin nedeni de (Z,+), (Q,+) gruplarinin
izomorfik oldugunu varsaymis olmamiz. Oyleyse Z % Q.

Aligtirma 7. Asagidaki izomorfizmalar1 kanitlayin.

(3 ieerfeman (3 ) e

Aligtirma 8. m, n’yi bolen bir tam say1 olsun, Z,’de Z,,’ye izomorfik bir altgrup bulun.

Aligtirma 9. Tetrahedronun kogelerini 1’den 4’e kadar numaralandirin. Tetrahedronun si-
metri grubunu 7T ile, yalnizca doéndiirmelerin olugturdugu altgrubu 7p ile gosterelim. O
zaman Tp < T < Sy olduguna dikkat edin. Simdi 7p’'nin ve 7 'nin S;’iin hangi altgruplarina
izomorfik olduklarini bulun.

Aligtirma 10. Asagidaki ciimleleri kanitlayin.

(a) S3’te Zy'ye ve Z3’e izomorfik altgruplar vardir.
(b) S3’te Zg'ya izomorfik altgrup yoktur.

(c) S5 x S3’te Zg'ya izomorfik altgrup vardir.



