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Hatirlatma. Eger ¢" = e esitligini saglayan bir n > 0 varsa bu esitligi saglayan pozitif
sayilarin en kii¢iigiine g’'nin derecesi (veya mertebesi) denir ve bu say1 o(g) ile gosterilir. Eger
g" = e higbir n > 0 i¢in saglanmiyorsa, ¢g’'nin derecesi sonsuzdur deriz ve o(g) = oo yazariz.

Algtirma 1. 4%7nin (mod 5)’te neye denk geldigini hesaplayalim. Yukaridaki hatirlatmay1
g6z oniinde bulundurarak, bu hesaplamay1 grup teoritik olarak yorumlayalim.

Coziim. Liseden de bildiginiz gibi, bdyle sorulari ¢ozerken, 6nce verilen sayinin istenilen
mod ’da en kii¢iik hangi kuvvetinin 1’e denk geldigini hesaplayip, iissii ona gore diizenleyerek
sonuca ulagiriz. Bu durumda

44=1 (mod5)=4""=4H"4=14 (mod5) =4 (mod?5)

olarak buluruz. Dikkat edersek, burada yaptigimiz ashnda (ZZ,.) grubunda 4 elemaninin
derecesini bulmaktan bagka bir gsey degil. Yani bu grupta, o(4) = 2 ve derecenin tanimindan
4°4) =1 oldugundan, istenilen hesab1 kolayca bulabildik.

O zaman bu grupta 4’iin tersi nedir?

Algtirma 2. G bir grup ve 7,y € G olsun. Her g € G i¢in, o(x) = o(gxg™t) ve o(zy) = o(yx)
oldugunu gosterin.

Coziim. Soruda verilen elemanlarin dereceleri igin sonlu ya da sonsuz denmediginden, her
iki durum i¢in de degerlendirme yapmaliyiz. (Dikkat: Eger G sonlu bir grup denmis olsaydi,
o zaman elemanlarin derecelerinin sadece sonlu olabilecegini anlardik. Neden?)

[k olarak, o(z) = oo olsun. Varsayalim ki, o(grg~") # oo olsun. O zaman

—1yo(gzg™?! — — — o(grg™1) — o(gxg—?t
e = (gug ")) = (gug ) (gug™") - (grg!) = ga® Vg7t = e = gm0

- 4

g

o(grg—1) adet

olur. Bu da z’in derecesinin sonsuz olmasi ile ¢eligir. Demek ki o(gzg™') = 0o olmak zorun-
dadir.

Benzer sekilde, o(grg™!) = oo ise o(x) = co oldugunu da siz gosterin. Sonug olarak,
o(grg™) = 0o & o(z) =

oldugunu gostermis oluruz.
Simdi, bir pozitif m tam sayisi i¢in, o(x) = m olsun. Bu durumda,

(gug™ )" =ga™g ' =geg ' =e
elde ederiz. Bu da o(gzg™!)|m oldugunu gosterir. Diger taraftan,

e = (grg )W) = ggolere gl o ¢ = golore™)

oldugundan, m|o(gxg~?') elde edilir. O halde m = o(gzg~') olur.
Istenilen diger ifadeyi gostermek igin, o(x) = o(gxg™') esitliginde z yerine xy, g yerine
de y elemanlarimi yazarsak igimiz biter.

Bu aligtirmadan sonra, derste verilen Aligtirma 2’yi ¢ézmek kolay olacaktir.
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Alistirma 3. G bir grup, a € G ven > 0icin, o(a) = n olsun. Bir k > 0 igin, o(a*) = Fon (i

oldugunu gosterin.
Coziim. Bir t > 0 saysi icin, o(a¥) = t olsun. (o(a*) = oo olabilir mi? Neden?) Bu durumda,

n | k ‘o n
ebob(n, k) ebob(n, k) ebob(n, k)

e = (a")' =" & n|kt < |t

n

W tam Sayl1s1 ile

olur. Son gerektirmenin sebebinin
asal olmasi olduguna dikkat edin.

Diger yandan,

k
hob(r ) LA Saylsinin aralarinda

(ak>#(n,k) — (an)eboblzn,k) — eebobk(:n,k) =e & t|

n
ebob(n, k)

olur.

Sonug olarak n = Lnk) oldugunu gostermis olduk.

ebob(
Bu aligtirmadan sonra, derste verilen Aligtirma 3’1 tekrar ¢bzmeye g¢aligin.

Aligtirma 4. G abelyan bir grup, g, h € G ve g, h sonlu dereceli olsun. Eger (g) N (h) = {e}
ise 0 zaman o(gh) = ekok(o(g), o(h)) oldugunu kanitlaymn. (Derste verilen Aligtirma 4)

Coziim. ekok(o(g),o(h)) =m, m > 0 diyelim.
Biliyoruz ki, m = o(g)r ve m = o(h)s olacak sekilde r ve s tam sayilar1 vardir. Bu
durumda,

(gh)m :\(gh)(gh)(ghzzgghh :gmhm _ QO(Q)Tho(h)s et — e = 0(gh)|m
m;fiet m adet ™ adet

olur. Ikinci esitligin sebebinin G grubunun degismeli olmasi olduguna dikkat edin.
Diger taraftan,

e = (gh)O(gh) — 90(9h)h0(gh) - (QO(Qh))*l — polgh)

olur. Buradaki ikinci esitlikte yine G'nin abelyan grup oldugunu kullandigimizi fark edin.
Bu durumda, (g°9")=1 € (h) ve (h°9"))~1 € (g) olur. Buradan, (g) N (h) = {e} oldugundan,
g°M = e ve h°WM = ¢ ifadelerini elde ederiz. Yani o(g)|o(gh) ve o(h)|o(gh)'dir. Bu da,
m|o(gh) olmasi gerektirir.

Sonug olarak, m = o(gh) esitligini gostermis olduk.
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Hatirlatma. (G, *) ve (H, <) iki grup olsun, her (g1, h1), (g2, h2) € G X H eleman ¢ifti i¢in,

(91, h1)(g2, h2) = (g1 * g2, hi o ho) € G x H

iglemi altinda G x H bir grup olur.
Alistirma 5. Z x Z grubunu devirli olmadigini gosterin.(Derste verilen Aligtirma 8)

Coziim. Varsayalim ki, Z x Z grubu devirli olsun ve bir (a,b) € Z X Z eleman i¢in, Z X Z =
((a,b)) diyelim. O zaman, (1,0) € Z x Z oldugundan, bir n > 1 sayist vardir 6yle ki,
n(a,b) = (na,nb) = (1,0) esitligi saglanir. (Neden n = 1 durumunu hesaba katmadik,
diigiiniin!). Bu durumda, na = 1 ve nb = 0 olur ve buradan b = 0 oldugunu goriiriiz. Demek
ki Z x Z’nin iireteci (a,0) elemamdir. Fakat, (0,1) € Z x Z oldugundan ve m(a,0) = (0, 1)
esitligini saglayan hig bir m tam sayis1 bulamayacagimizdan, (a,0) elemanm Z x Z’yi tiretmeye
yetmez. Bu durumda Z x Z devirli bir grup olamaz.
Ancak Z x Z’yi iki elemanla tiretmek miimkiindiir. Ornegin,

((1,0),(0,1)) = {m(1,0) + n(0,1)jm,n € Z} = {(m,n)jm,n € Z} = Z X Z

saglanir. Burada ilk esitligi yazarken, Z’nin ve dolayisiyla Z x Z’nin abelyan grup olmasini
kullandigimiz1 fark edin. Z x Z grubu i¢in iki elemanl bagka iirete¢ kiimesi bulabilir misiniz?

Aligtirma 6. G bir grup olsun ve D = {(x,z)|z € G} kiimesi tanimlansm. D’nin, G x G
grubunun bir alt grubu oldugunu gosterin.

Coziim. (x,z),(y,y) € D olacak sekilde iki eleman alahm. (z,z)(y,y) = (zy,zy) € D
oldugundan kapalilik 6zelligi saglanir.

G x G’nin birim eleman: (eq, eq)’dir ve (eq, eq) € D saglanir.

Herhangi bir (z,2) € D elemamn igin, (z,2)™' = (274271 olur ve (x7427%) € D
saglanir.

Alt grup olma kriterlerine bakarken, birlesme 6zelligini kontrol etmeye gerek olmadigini
daha 6nce soylemigtik.

Bu durumda D < G x G oldugunu gostermis olduk.

Alstirma 7. Zyy X Zz; grubundaki, (5, 15),(3,2) ve (1,1) elemanlarinin derecelerini bulun.

Cozim. (5,15)+(5,15) = (0,30), 3(5,15) = (5,45), 4(5,15) = (0,60), 5(5,15) = (5,0),- -,
9(5,15) = (5,60), 10(5,15) = (0,0) olur. Bu durumda o((5, 15)) = 10’dir ve 10 = ekok(o(5), 0(15))
olduguna dikkat edin.

Benzer sekilde, 2(3,2) = (6,4),3(3,2) = (9,6),--- ,10(3,2) = (0,20), - - ,
75(3,2) = (5,0),---,150(3,2) = (0,0) olur. Yani o(3,2) = 150 = ekok(0(3), 0(2)) olur.

(1,1) eleman igin de siz hesaplaym ve buradan yola gikarak derste birakilan Aligtirma 7
ve 9’u rahatga ¢ozebilirsiniz.



