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Aligtirma 1. n > 3 olsun. D,, grubu, Z, X Zs’ ye izomorfik midir?

Cozilim. Biliyoruz ki, tiim n’ler i¢in Z,, grubu abelyandir. Haliyle, Z,, X Z, grubu da abelyan
olur. (Iki abelyan grubun direkt ¢arpiminin da abelyan oldugundan daha énceki derslerde
bahsetmigtik.) Ancak, D,, grubunun abelyan olmadigim biliyoruz. Degigsmeli olmak grup-
lar igin yapisal bir 6zellik oldugundan (ders notlarimdan hatirlayin, abelyanlik izomorfizma
altinda korunur), verilen iki grubun izomorfik olamayacag agiktir.

Alstirma 2. S, nin {1, - ,n} kiimesi iizerindeki birebir ve 6rten fonksiyonlarin (permiitas-
yonlarin) olugturdugu grup oldugunu, A, nin ise ¢ift sayida transpozisyonun ¢arpimi olarak
yazilan permiitasyonlardan olugan altgrubu oldugunu hatirlayin. (Ali Nesin’in kitabinda si-
rasiyla Symn ve Altn sembolleri ile gosteriliyorlar.)

n > 3 igin, S, grubu A, X Z,’ye izomorfik olabilir mi?

Co6ziim. A, X Zs grubunun, birim elemandan farkl olan (id, 1) elemani i¢in sunu gozlemle-
yelim:

Herhangi bir (0,a) € A, X Zs i¢in, (id,1)(0,a) = (ido,1+a) = (cid,a+1) = (0,a)(id, 1)
saglanir. Yani, (id, 1) elemam gruptaki her elemanla degigsmelidir. Ancak S, grubunda birim
eleman diginda boyle bir eleman bulmak miimkiin degildir.(Birim permiitasyon diginda her
permiitasyon {1,--- ,n} sayilarindan en az birini kendinden bagka bir sayiya gotiireceginden,
bu elemanin diger tiim permiitasyonlarla degismeli olmasi beklenemez!) Bu durumda verilen
iki grup izomorfik olamaz. (Burada tam olarak da, ders notlarindaki 5C béliimde bulunan
ikinci Gozlemler listesindeki, 2.gozlemi kullandigimiza dikkat edin.)

Alistirma 3. Z x Z grubu devirli midir?

Coziim. Bildiginiz gibi, aslinda bu 6rnegi daha 6nce ¢ozmiistiik. Simdi, 6grendigimiz izo-
morfizma kavramiyla yeni bir ¢ézlimiinii daha gorecegiz.

Ders notlarindaki Onerme 5.1’den hatirlarsiniz ki, sonsuz devirli gruplar Z'’ye izomorftur.
Bu durumda, eger Z x Z’nin devirli oldugunu varsayarsak, bir ¢ : Z — 7Z X Z izomorfizmasi
yazilabilir. ¢(1) = (a, b) olsun (Bdyle bir (a, b) neden var, diigiiniin!). Bu durumda a ve b aym
anda 0’a egit olamaz(Neden?). ¢ orten oldugundan, bir n € Z vardir 6yle ki, ¢(n) = (a,b+1)
esitligi saglanir. ¢’nin iglemi koruma 6zelliginden

¢n) = oL+ ---+1)=¢(1)+--- (1) = ne(1)

n adet n adet

olur. O zaman (a,b+ 1) = n(a,b) = (na,nb) = a=na ve b+ 1=nb elde ederiz.

Simdi durumlar1 ayr1 ayr1 degerlendirelim. Diyelim ki a # 0 olsun, bu durumda n = 1
olacaktir ve ikinci egitlikten b+ 1 = b = 1 = 0 celigkisini elde ederiz. Eger a = 0 olursa (bu
durumda b # 0 olmak zorundadir), o zaman yine ikinci esitlikten (n — 1)b = 1 elde ederiz
ve buradan da sadece b = 1 ya da b = —1 olabilir. Bu da, Z x Z'nin iiretecinin (0,1) ya
da (0, —1) olabilecegini gosterir. Ama iirete¢lerden herhangi biriyle, mesela (1,0) elemanim
iiretemeyecegimiz agiktir. Yani, bu durumda da bir geligki elde etmis oluruz. Sonug olarak,
boyle bir ¢ izomorfizmasinin var olamayacagini géstermis oluruz.
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Alistirma 4. Q. ile porzitif rasyonel sayilari gosterelim. (Qxg,-)’'nmin bir grup olduguna
dikkat edin(Gerekirse gosterin). Bu grup ile (Z,+) grubunun izomorfik olmadigini gosterin.

Cozlim. Varsayalim ki , ¢ : Q-9 — Z bir izomorfizma olsun. ¢ orten oldugundan 1 € Z
i¢in, bir § € Q- eleman: vardir 6yle ki, @(75’) = 1 saglanir. Burada § € Q- elemaninin

en sade halini alalm, yani p,q € Z ve ebob(p,q) = 1'dir. Izomorfizmalar tersleri terslere

gotirdiigiinden, 4,0(%) = —1 olur. Ozel olarak, bir z € Qs asal sayismi alalim ve p(z) = n
olsun(n = 0 olamaz. Neden?). Bu durumda; eger n pozitifse,

p p p p
p(x :n:1—|——|—]_:gp——|— + (=) = o D) = —),
(z) (q) w(q) w(q q) w(qn)
n tane N - 4 N—
n tane n tane
eger n negatifse,
q q q q q"
SO’I = n = —1 _l_.._|__1 :SO__F_‘_SO_:SO_.._ :SO_
() (=1) ¥ (1) (p) (p) (p p) (pn)
n tane ~ ~ N——
n tane n tane
olur. ¢ birebir oldugundan, = = Z_Z = (8)" yada z = Z—Z = ()" olur. Ancak, z asal say1

oldugundan n sadece 1’e esit olabilir. O zaman, asal sayillar ¢ altinda sadece § veya }%’ye
gidebilir. Sonsuz tane asal say1 var oldugu ve ¢ birebir oldugu igin bir ¢eliski elde etmis
oluruz. Demek ki, bdyle bir izomorfizma olmasi miimkiin degildir.

Coziim 2. (Qso,-) grubunun devirli olmadigin1 gostererek bu soruya yeni bir ¢dziim
verin.

Alistirma 5. GG, H birer grup olsun ve bir ¢ : G — H fonksiyonu verilsin. ¢ bir izomorfizma
ise I' = {(g,¢(9))|g € G} kiimesinin G x H'nin alt grubu oldugunu gosterin.

Coziim. (g1,0(q1)), (92,9(g2)) € I' elemanlarimi alalim.

(91,¢(91))(927¢(92)) = (9192, ¢(91)¢(92)) = (91927¢(9192)) el

olur, ¢linkii g1¢» € G’dir.

¢ izomorfizma oldugundan, ¢(eg) = ey oldugunu biliyoruz. O zaman, birim eleman igin
(eq,en) = (eq, p(eq)) € I' saglanir.

Herhangi bir (g, ¢(g)) € T' elemant icin, (g, 6(9)) ™" = (97", (¢(9)) ") = (¢ ', 0(g7")) €T
ifadesi saglanir.

Boylece I' kiimesinin G x H'’nin alt grubu oldugunu gostermis oluruz. Dikkat ederseniz,
burada ¢’nin birebir ve 6rten oldugunu hi¢ kullanmadik. Bu, sonraki haftalar i¢in aklimizin
bir kdsesinde kalsin.
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Alistirma 6. G devirli bir grup ve z € G i¢in, G = (z) olsun. Bir ¢ : G — G izomorfiz-
masi verilsin. Bu izomorfizmanin x’in gittigi yer ile belirlendigini ve ¢(x)’in G’yi iirettigini
kanitlayin. Bunu kullanarak Z,9 — Z15 olan tiim izomorfizmalar1 bulun.

Co6ziim. G = (z) oldugundan, herhangi bir g € G elemani igin, g = z™’yi saglayan bir n
tamsayisi vardir. O zaman, ¢ bir izomorfizma oldugundan

n tane n tane

olur. Yani z’in ¢ altinda nereye gittigini bilirsek, her ¢ € G elemaninin nereye gidecegini
bulabiliriz. Ayn1 zamanda, ¢ birebir ve 6rten oldugundan, her h € G igin tek bir g € G
eleman vardir 6yle ki ¢(g) = h olur. Bu durumda, her A € G elemani i¢in bir n € Z vardir
ve h = ¢(g) = (p(z))"™ olacak sekilde ¢(x) tarafindan tiretilir. Yani ¢(x) de, G igin bir {ireteg
olur. Buradan su sonucu ¢ikarabiliriz, bir grup iizerindeki izomorfizmalar tiretecleri birbirine
gotiirerek belirlenebilir.

Bundan yola ¢ikarak, Z,, — Zi5 olan biitiin izomorfizmalar1 bulmak i¢in, Z5 nin tireteg-
lerini belirlemeliyiz. Bildigimiz gibi bunlar, 1,5,7 ve 11 elemanlari. Bu durumda, 1’1 kendisi
dahil bu tireteclere gondererek 4 farkl izomorfizma elde edebiliriz:

01 : Lyg — Zaa ve p = 1 — 1ise, bir g € Z15 i¢in, ¢(g) = g olarak tanmimlamr. Yani, birim
fonksiyondan bagka bir sey degildir.

g Lyg — Zao ve @ 1+ bise, bir g € Zy5 i¢in, ¢(g) = 5g (mod 12) olarak tanimlanir.

3 : Lyg — Zao ve @ 1+ T ise, bir g € Zy5 i¢in, ¢(g) = 7g (mod 12) olarak tanimlanir.

04 @ Zyg — Zig ve ¢ 1 +— 11 ise, bir g € Zjs i¢in, ¢(g) = 11lg (mod 12) olarak
tanimlanir.

Bu fonksiyonlarin gercekten izomorfizma oldugunu da siz gosterin.

Alstirma 7. Sg'nin (1234) ve (56) elemanlar ile iiretilen alt grubunun Z3,’a izomorfik
oldugunu kanitlayn.

Coziim. o = (1234) ve 7 = (56) olsun. Oncelikle (o, 7) grubunu inceleyelim. o ve 7 ayrik
dongiiler olduklarindan ¢arpmaya gore degismelidirler. Bu durumda,

(o,7) ={o™7"|m,n € Z}

olur. o’nin derecesi 4, 7'nun derecesi 2 oldugundan, bu grubun 8 elemanl oldugu agiktir ve

hatta elemanlan tek tek yazmak istersek; (o, 7) = {id, 0,02, 0%, 7,07, 01,07} olur.

Zsy = {1,3,7,9,11,13,17,19} = (3,11) = {3'117|i = 0,1,2,3, j = 0,1} oldugunu goz-
lemleyelim. (Dikkat. Burada neden 3 ve 11 elemanlarini aldik, bagka elemanlar da segebilir
miyiz? Neden?)

Su fonksiyonu tanimlayalim:

O (0,7) = L}y, P(c™7") = 3™11" olsun.

Gergekten bir izomorfizma oldugunu siz gosterin.
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Alistirma 8. (R, +) grubunun (R.y, -) grubuna izomorfik oldugunu gosterin.

Cozilim. Bunu gostermek icin, iki grup arasinda bir fonksiyon yazip, izomorfizma olma 6zel-
liklerini sagladigini kontrol etmeliyiz.

Bunun igin, Analiz’den ¢ok iyi bildigimiz, reel sayilar {izerinde taniml bir fonksiyondan
yararlanacagiz.

¢ : R = Ry ve p(x) = e olarak tamimlansin. (Vax € R, e* > 0 oldugundan fonksiyonun
iyi tanimh oldugu agik. )

Simdi bu fonksiyonun birebir, érten oldugunu ve islemi korudugunu gostermeliyiz.

x1, 22 € Rigin, p(x1) = ¢(x2) olsun. O zaman €™ = e*2 = z;In(e) = z3ln(e) = 1 = 3
olur. Yani ¢ birebirdir.

Her y € Ry icin, bir In(y) € R elemam vardir dyle ki, ¢(In(y)) = ™ = y saglanr.
Yani ¢ ortendir.

(Ashnda e* fonksiyonunun birebir ve 6rten oldugunu Analiz’den ¢ok iyi biliyoruz ve hatta
In fonksiyonunu onun tersi olarak tanimladigimizi hatirlayn.)

x1,To € R olsun. p(z + x3) = e™172 = ™™ = p(11)p(x2) olur.

Sonug olarak tanimladigimiz ¢ fonksiyonu bir izomorfizmadir.



