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Analitik geometride, Oklid’in cetvelinin ve pergelinin yerine
denklemler kullaniyoruz. Eger bir egrinin 6zelliklerini bilirsek,
egriyi tamimlayan bir denklem elde ediyoruz. Tersine bir denk-
lem verilirse, tanimlanan egrinin 6zelliklerini buluyoruz. Ki-
saca geometri ve cebir arasinda bir iligki vardir. Son alhigtirma-
nin amaci, bu iliskiye bir érnek vermekti. Ozellikle sadece bir
cebir alistirmasi degildi, ama alistirmadaki cebirin geometrik
anlami vardir. Geometri, aligtirmanin cebiri igin bir kontrol-
diir.

Baska bir kitapgikta son alistirma i¢in cevaplarinizi bir araya
getirdim. Ona dayanarak yeni aligtirmaniz,



Sekil 1: Eglenik koseleri ile verilen hiperbol

e diger kitapciga yazdigimi kontrol edip diizeltmektir;
e kendi sonuglariiz kontrol edip diizeltmektir.

Ornegin Sekil 1°de bir hiperbol cizilmistir, ve ayni zamanda
hiperboliin iki esglenik diyametresi, bu diyametrelerdeki kosge-
ler, ve hiperboliin “sinir paralelkenar1” (kenarlar1 diyametrelere
paraleldir ve kogelerden geger). Simir paralelkenarinin kogegen-
leri, hiperboliin asimptotlaridir. Hiperbolii belirtmek i¢in, asa-
gidaki bilgiler yeter:

e (3,2) noktasi, hiperboliin merkezidir;

e (8,3) ve (5,6) noktasi, yani (5,1)+(3,2) ve (2,4)+(3,2)

noktasi, hiperboliin eglenik koseleridir;
e (8,3) noktasi, hiperboliin {izerindedir.

Bundan dolay1

2@ -3)-(y—-2 =0, (z-3)—-5@y—2)=0



denklemleri, hiperboliin verilen diyametrelerini tanimlar, ve

(2(:1:—3)9— (y—2))2 _ <(x_3) 185@—2))2 =1 (1)

denklemi, hiperboliin kendisini tanimlar. Ozel olarak yukari-
daki kogelerin her birinde denklem (1)’in kare terimlerinin biri
0, biri 1 olur. Denklem (1) ag¢ilirsa (aligtirma metninde “Denk-
lemi aciklamak” yazdim ama “Denklemi a¢mak” demek iste-
dim)

5% — 2xy — Ty* — 262 + 34y — 103 = 0 (2)

elde edilir. Bu yeni denklemden yukaridaki koseler elde edile-
mez, ama karelere tamamlayarak

(5z —y —13)* = 6°(y — 2)* = 540 (3)
denklemini elde edebiliriz. Burada sizlerden birkag soru geldi.

Kareye tamamlayarak tek-degiskenli, iki-dereceden denk-
lemler ¢ozeriz: Eger a # 0 ise, o zaman

a

(2 b 62) b?
=a x+gx—|—— ——+c

+b 2~ dac
=alz4+—| — ——.
2a 4a

Bu hesaplar, agagidaki kural (4) i¢in bir kamttir, ¢iinkii simdi

b
ax2+bx+c:a(x2+—x)+c

b? — dac

4a?

b\ 2
ax2+bx+c:0@(x+—) =
2a



olur, dolayisiyla

—b+ Vb —4
ar’ +br+c=0& 1= 5 a (4)
a

olur. Bagka bir gekilde

4a(az® + bx + ¢) = (2ax)* + 2(2ax)b + 4ac
= (2az + b)* — (b* — 4ac),

dolayisiyla (a # 0 oldugunda)
az® + br +c =0 < (2ax + b)* = b* — 4ac,
ve tekrar kural (4) gikar. Benzer bir gekilde genel
ar? +bry + ey +drtey+ f=0

denkleminde az? + bry + dx teriminden bir kare elde etmek
i¢in 4a ile ¢arparak
4a(ax® + by + dr) = (2ax)* + 2(2ax) (by + d)
= (2az + by + d)* — (by + d)?

elde ederiz. Eger buradaki katsayilar tamsay1 ise, ve ayrica b
ve d ¢ift ise, o zaman a ile ¢arpmak yeter. Ornegin denklem

(2),
5(5x” — 2xy — 26x) + 5(—Ty* + 34y — 103) = 0
denklemine denktir; ayrica

5(52° — 2xy — 267) = (5r —y — 13)* — (y + 13)%,
—(y +13)% + 5(=Ty* + 34y — 103) = —36y> + 144y — 684
= —36(y — 2)* — 540



olur. Bundan dolay1 denklem (3), denklem (2)’ye denktir.
Denklem (3)’iin iki kare terimi (3, 2) noktasinda 0 olur, yani

or —y— 13 =0, y—2=0
denklemlerinin ortak ¢oziimii, (3,2) olur. Ayrica
540 =22-3%.5=62-15

dolayisiyla denklem (2)

(5@—%—15@—2))2_ (%)2:1 (5)

bigiminde yazilabilir. Kontrol etmek i¢in, eger denklem (5)’in
ilk kare terimi 1 ve ikinci kare terimi 0 ise, o zaman

y =2,
5(x — 3) = £6,/15,

olur. Diger durumda, eger ilk kare terimi O ve ikinci kare terimi
1 ise, o zaman

y=2+./15,
5(z — 3) = +4/15,
V15

r=3+ —
5

olur. Ayrica
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Sekil 2: Yeni kogeleri ile hiperbol

olur, dolayisiyla eger elde ettigimiz

(316\/%, ) ( */51521¢15)

noktalarini Sekil 1’e eklersek Sekil 2 meydana gelir. Noktalarin
yeri dogru gibi goziiktiigiinde sadece denklem (5)’1 kullanarak
Sekil 37 ¢izebiliriz. Kisaca
a) Sekil 1’den denklem (1),
) denklem (1)’den denklem (2),
c¢) denklem (2)’den denklem (5),
) denklem (5)ten Sekil 3
elde edilir. Denklem (5) denklem (1)’den daha faydahdir ¢linkii

bundan
y—2 1 y—2\2
=3 + =4 /1
=0T 30015 T 5 +(¢15)

denklemi elde edilir. Boylece hiperbol, iki fonksiyonun grafi-
gidir. Eger y = f(x) gibi bir ifade istersek, o zaman denklem
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Sekil 3: Yeni diyametreleri ile hiperbol

(2)'yi
Ty? + 2yx — 52® — 34y + 262 + 103 =10 (6)

bi¢iminde yazariz. (Ayni seyi yapmak zorunda degilsiniz; ilgi-
lenenler igin bu 6rnegi veriyorum.) Denklem (6)’da

7(Ty* + 2yx — 34y) = (Ty +x — 17)* — (z — 17)%,
—(z — 17)% + 7(=52* + 267 + 103) = —362° + 2161 + 432
= —36(2* — 61) + 432
= —36(x — 3)* + 756

olur, dolayisiyla denklem (2),
(Ty +2 —17)* = 36(z — 3)* + 756 = 0 (7)
denklemine denktir. Burada

756 = 22.32.7,



Sekil 4: Yeni diyametreleri ile hiperbol
dolayisiyla denklem (7),

() - (=Y

bi¢iminde yazilabilir. Buradan elde edilen koseler,

(3,2iM721), (3i¢21,2;@)

olur, ve her sey, Sekil 4’teki gibidir.

Denklem (1), (2), (5), ve (8)'in her biri ayni hiperbolii ta-
nimlar, ve bu hiperbol, Sekil 1, 3, ve 4’lin her birinde gozii-
kiiyor. Hiperboliin her denklemi, farkli bir bilgi verir. Ashinda
denklem (1), (5), ve (8)’in her biri, farkli eglenik diyametreler
gosterir. Bunlar (ve bunlar tarafindan belirtilen parelelkenar-
lar, ve hiperbole eglenik hiperbol) Sekil 5’tedir.

Hiperboliin yerine bir elips kullanabiliriz:



~

Sekil 5: Buldugumuz her paralelkena} ile hiperb

e Sekil 6’dan

<2(z—3)9— (y—2))2+ ((:;;—3) 185(9_2))2 1,

e denklem (g)’dan
172% — 262y + 29y — 50z — 38y — 211 =0,  (10)

e denklem (10)’dan

2 2
17(x — 3) — 13(y — 2) N y—2\" _ L ()
1817 17
e denklem (10)’dan Sekil 7
elde edilir.
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Sekil 6: Elips

Sekil 7: Aym elips



