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Burasi g-adimh bir aligtirmadir. Her adimda bir 6rnek veri-
yorum; bunlardan sonra daha fazla 6rnekler veriyorum; kendi
orneklerinizi de yazmanizi istiyorum.

Aslinda bu aligtirma bir projedir, ve projenin iki kismi var-
dir:

I. Once bir alistirma yaratmak.

II. Sonra aligtirmay1 ¢ozmek.

Yaratilacak alistirma, bulmaca veya Sudoku gibi diisiiniilebilir.
Ama alistirmanin matematik anlami da vardir.

Genel iki-degigkenli, derecesi iki olan denklem, sayfa g’daki

denklem (5)’tir; 6zel bir durumu, denklem (6)’dir. Bunun gibi



bir denklem verilirse, agagidaki sorular cevaplanabilir.

1. Denklem agikar degilse, koni kesitleri gegitlerinden (yani

elips, hiperbol, ve parabolden) hangisini tanimlar?

2. a) Egrinin merkezi varsa (yani egri elips veya hiper-
bol ise), biri yatay (veya dikey) olan kesitin eglenik
diyametreleri nedir? Verdigim 6rnegin boyle diya-
metreleri, sayfa 11’deki denklem (7)’de goziikiiyor.

b) Egrinin merkezi yoksa, kesitin yatay (veya dikey)
olan kiriglerini ikiye bolen diyametresi nedir? (As-
linda bu notlarda parabol yoktur; yeni bir proje i¢in
okur parabolleri inceleyebilir.)

Simdi sayfa 12’deki Sekil 3’teki gibi konigin grafigi ko-
laylikla ¢izilebilir.

3. Konigin eksenleri (birbirine dik olan diyametreleri) ne-

dir? Bunlar sayfa 18’deki Sekil 6’daki goriintir.
R tizerinde ¢alisacagiz, dolayisiyla analiz kullanilabilir. Aslinda
saf cebir kullanacagiz, ¢linkii sadece

e R’nin sirali bir cisim,

e R'nin her pozitif elemaninin bir kare

oldugunu kullanacagiz.

Hem Oklid diizlemi, hem bu diizlemin vektorlerinin uzay:

olarak R? kiimesini alacagiz. Ozellikle

e nokta olarak (0,0), O;

e vektor olarak (1,0), eq;

e vektor olarak (0,1), e;

olsun. Ayrica

O+ e = Ei, O+ ey =F,

olsun. (O, ey, e3) koordinatlar sisteminde ¢ahgarak ahigtirma-
lar yaratip ¢ozecegiz. Sistemde O F; “x-ekseni,” O Es “y-ekseni”
olur. Sekil 1’e bakin.
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Sekil 1: Koordinatlar sistemi

Bu notlarin 6rnekleri i¢in hesaplar1 ya kafamda ya da ka-
lem kagitla yaptim. Kontrol etmek i¢in bazen bir hesap ma-
kinesi, WolframAlpha’y1* bile kullandim. Kontrol énemlidir
¢iinkii (benim igin) hata yapmak kolaydir. Koni kesitlerinin ek-
senlerini bulan bir yazilim bilmiyorum. Eger boyle bir yazilim
bulursaniz veya yazarsaniz, bana soyleyin! Ama bir bilgisayar
hi¢bir sey bilmez. Amacimiz kendimizin bilmesidir.

Aligtirmamiz, genel bir gekilde ¢oziilebilir. Aslinda
A = b* — 4dac, D= (c—a)*+V

olsun, ve denklem (5)'te A # 0 ve a # 0 olsun. O zaman

'www.wolframalpha.com/calculators/equation-solver-
calculator/



denklem, merkezli bir konik tanimlar, ve merkez,

2¢d — be 2ae — bd
A A

olur, ve bu nokta (h, k) oldugunda konigin eksenleri,
bly —k)=(c—axyD)(x—h)
tarafindan tanimlanir, ve konigin kendisi

c  b*+2c(c—a)

(é + M—D) ((¢c —a++/D)(z —h) —bly — k))?

c bV +2c(c—a)

(5= P9 (- am v - - by -

(G- ) o

tarafindan tanimlanir. Bunu gésterebiliriz, ama eger denklem
(5)’in katsayilariin yerine kesin tamsayilar konulursa, tanim-
lanan koni kesitinin eksenlerini gosteren denklemi dogrudan
dogruya elde etmek, genel denklem (1)’i kullanmaktan daha
kolay olabilir.

Bu notlarin dizgisi i¢in HTEX yazilimini kullaniyorum. Se-
killer i¢in pstricks ve pst-eucl package’larii kullaniyorum.
Bunlarla grafik ¢izmek de bir kontrol olabilir.

Maalesef igimiz i¢in Pergeli Apollonius’un Conica adli ese-
rinden bagka bir kaynak bilmiyorum [1, 2|. Merkezli bir koni-
gin dik olmayan diyametreleri 1993 yilinda yayimlanmis, “The
Central Conic Sections Revisited” adli bir makalede kullanili-
yor [3]. Baz1 analitik geometri metinlerinde rastgele koni kesit-
lerinin eksenlerini bulmak icin, koordinat degistirme yontemi



veriliyor. Aslinda bir ¢ i¢in

x =1’ cos — y sin,

y = 2’ sind + y' cos

koordinat degisikligi ile denklem (5)’in zy terimi kaldirilabilir.
Ornegin Matematik Vakfi tarafindan yayimlanan, Orta Dogu
Teknik Universitesi'nde kullanilan, yazar: H. 1. Karakag olan
Analytic Geometry metninde bu yontem veriliyor [6].

Bir makalede dokuz-noktaly koni kesitini anlamak igin [8],
George Salmon’un A Treatise on Conic Sections adli kitabim
kullandim [g]. Bagka bir makalede Apollonius’un tanimlarin-
dan bahsettim [7].

Merkezli bir koni kesitinin eksenlerini bulmak icin, Apol-
lonius’'un yontemini kullanacagiz. Yontem, Conica’nin ikinci
kitabinin 47. 6nermesinde verilir. Yontemi ifade etmek igin
Descartes’in |4, 5] koordinatlar yontemini kullanacagiz. Des-
cartes Apollonius sayesinde bir koni kesitinin diyametrelerinin
birbirine dik olmayabildiginin farkindadir. Bu notlarda e; ve
ey vektoriimiiz sadece Adim 6’da (ve sonrasinda) birbirine dik
ve uzunluklar1 birbirine esit olacak.
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Kisim |I.
Yaratmak

1. Diyametreler bulmak

a ve b,
e birbirine paralel olmayan,
e e, ve e, vektoriine paralel olmayan,
e toplamlar1 e; vektoriine paralel olmayan,
e koordinatlar1 tamsay1 olan
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vektorler oldugundan
A=0+a, B=0+b
olsun. OA ve OB dogrusunu tanimlayan denklemler yazilsin.
Ornek. Eger
a=(51), b=(24)
ise, o zaman OA ve OB,
xz— by =0, 20 —y =0

denklemleri tarafindan tamimlanir.

2. Denklemler yazmak

Merkezi O olan; OA ve OB, eglenik diyametreleri olan; A ve
B, eslenik koseleri olan bir elips ve iki hiperbol vardir. Bu
konikleri tanimlayan denklemler yazilsin.

Ornek. Elipsin denklemi
C2w—y ey N
2-5—1-1 1-2—-5-4
20—y T — Dy
)5 e

olur. Hiperbollerin denklemlerl

B ()
() (5 -

olur. Sekil 2’ye bakin.

olur, yani

Qﬁ
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(c) Hiperbol II

Sekil 2: Koni kesitleri



3. Bir denklem otelemek

OEFE; dogrusu, elipsi ve (a + b Jf e; oldugundan) hiperbollerin
birini keser. Kesilmis egrilerin birini se¢in. 0’dan farkli olan
bir m vektoriini alarak sectiginiz egriyi m ile 6teleyin ve yeni
egrinin denklemini yazin. Konigin yeni merkezi, M olsun.

Ornek. Eger
m = (3,2)

ise, o zaman denklem (3)’ten

(2(x—3)—(y—2))2_ <(33—3>_5(y_2>)2 =1 (4)

9 18

denklemi elde edilir. (Denklem (2)’den elde edilen denklemi,
sayfa 20’deki denklem (13)’tiir.)

4. Denklemi aciklamak
Elde edilen denklem, katsaylar1 aralarinda asal tamsay1 olan,
ar® +bxy + ey’ +dr+ey+ f=0 (5)
bi¢iminde yazilsin.
Ornek. Denklem (4),
402z —y —4)* — (v — by + 7)* = 18°
olur, dolayisiyla

162% — 162y + 4y* — 642 + 32y + 64
— 22 + 10zy — 25y% — 142 + 70y — 49 = 324



olur, yani
1522 — 62y — 21y* — 78x + 102y — 309 = 0

olur. Bunun katsayilarinin en biiyiik ortak boleni 3 oldugundan
hiperboliin denklemi

522 — 2xy — Ty* — 262 + 34y — 103 =0 (6)

olur.

Kisim |lI.
Cozmek

5. Yatay diyametreyi bulmak

Son bulunmug denklemden, konigi tanimlayan, biri e; vekto-
riine paralel olan eslenik diyametreleri gosteren bir denklem
bulunsun. Ayrica konigin e; vektoriine paralel olan diyamet-
resindeki V' ve V' kogesi ve eglenik K ve K’ kosesi bulunsun.

Ornek. Son denklemi
(52% — 2xy — 26z) + (—7y* + 34y) = 103
olur. Burada
5 (52 — 2wy — 262)
=5%% —2-5xy —2-5-13x)
= (5x)2—2-5x-(y+13)
= (5x —y — 13)* — (y + 13)*
= (5x —y — 13)* — y* — 26y — 169

10



oldugundan,

—y* =26y + 5 (—Ty* + 34y)
= —y* — 26y — 35y* + 170y
= —(36y* — 144y)
= —36(y° — 4y)
= —6%(y — 2)* + 144

oldugundan,
5-103 4+ 169 — 144 = 540 = 6% - 15
oldugundan, denklem

(5z —y — 13)* — 6%(y — 2)* = 540,
br—y—13\* [(y—2 2_1
6+/15 NG

(5(x—ié)¢—15(y—2))2_<y¢__152>2:1 (7)

olur. O zaman tanimlanan hiperboliin iki eglenik diyametresi,

y—2=0, (8>
5(—-3)—-(y—-2)=0 (9)

denklemleri tarafindan tanimlanir. Denklemler (7) ve (8)’den

6/15
V,V’z(S:I:—\g ,);

()

denklem (g) ve

11



Sekil 3: Esglenik diyametrelerinin biri yatay olan hiperbol

denkleminden
K K = ( \/15 2j:\/15)

gikar. Sekil g3’e bakin.

6. Cember ile kesmek

Simdi e; ve e, birbirine dik olsun, ve uzunluklar1 birbirine egit
olsun. Merkezi M olan, V’den gegen cember, konigi MV diya-
metresinde olmayan bir W noktasinda keser. MW dogrusunu
tanimlayan denklemi bulun.

Ornek. Denklem (7)’den ¢emberin
5(z — 3) 2+ 5y —2)\?
61/15 61/15

12



denklemi elde edilir. Sekil 4’e bakin. Simdi agagidaki denklem-
leri ¢oziiyoruz:

(5(x —3) — (y — 2))* = 36(y — 2)* = 25(x — 3)> + 25(y — 2)*,
—2-5(z = 3)(y — 2) = 60(y — 2)?,
(x=3)(y —2) = —6(y — 2)°,

Son denklem iki dogrunun birlegimini tanimlar. Dogrularin
biri, denklem (8) tarafindan tanimlanmig MV'; digeri,

T—346(y—2)=0

tarafindan tanimlanmig MW olur.

7. Aci ikiye bolmek
C' noktasimin
2-LVMC = 2ZVMW

kogulunu sagladigi M C' dogrusunu tanimlayan bir denklem bu-
lun. Ayrica M’den gegen, M (C’ye dik olan dogrunun denkle-
mini bulun.

Ornek. ZVMW = ¢ oldugunda

-1 2tan v
— =tan(29) = ——
6 an(20) 1 —tan? ¢’

tan?d — 12tan¥ — 1 = 0,
-1
tany =6 £ /37T = ———
o V3T = 55/
olur. Sonug olarak

r—3+(6++/37)(y—2)=0 (10)

13
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(b)
Sekil 4: Hiperbol ve kesen ¢ember



Sekil 5: Hiperbol ve ekseni

15



denklemi, MC’yi tamimlar. Sekil 5’e bakin. Ayrica M’den ge-
gen, M(C"ye dik olan dogrunun denklemi,

T—34(6— /37 (y—2)=0

olur.

8. Eksenleri bulmak

Konigi tanimlayan, MC diyametresini ve ona eglenik olan di-
yametresini gosteren denklemi yazin.

Ornek. Istenen denklem,

a(r—3+(6—/37)(y—2)°
+ B =3+ (6+v30)(y—2)" =1 (11)

bigiminde olacak. Ayrica denklem (11)’in sol pargasi, denklem
(7)’nin sol pargasina egittir, dolayisiyla

(B-3)-@-2)" (y—2°
36- 15 15
= a(z =3+ (6 37y - 2))’

+B(x =3+ (6437 (y—2)°

esitligi, bir 6zdesliktir. Ozel olarak (z — 3)? ve (y — 2)? terim-
lerinin katsayilar1 sirasiyla esittir:

25 )

36-15  3-36’

1 1 -7
6 — /37)% 6 3N pF=—— =
(6= V37 a+ (64 V37)F = o= = 5 = 3735

a+f=

16



olur. Matris biciminde yazildiginda,

(73 - 12¢37 73+ E1L2¢37) (E) - ﬁ (—57)

olur, dolayisiyla

a) 1 7341237 —1\ (5
(6) 3:36-24,/37 (—73+ 12¢/37 1 ) (—7)
B 1 372 + 60,/37
3-36-24./37 (—372 + 60\/37)

1 31+ 5¢/37
©63y/37 \ =31+ 5/37

olur. Boylece istedigimiz denklem,
314537 (2—-3+(6—37)(y—2))"
64/37 6

31 - 537 (2 —3+(64+30)(y—2)\"
T 63T ( 6 )Zl (12)

olur. Sekil 6’ya bakin.

9. Kontrol etmek

Son bulunmus denklemden kosgeleri ve (varsa) asimptotlar: elde
ederek kontrol edin.

Ornek. Denklem (12)’ye gére C'nin koordinatlari,
3= (=6 3T)(y - 2),

(x =3+ (6—37)(y—2)" = %

17



Sekil 6: Hiperbol ve eksenleri

sistemini saglar. Bundan
2 634/37
237y —2)) = ————
(-2v37(y = 2)) 31+ 5/37
olur, dolayisiyla
B 233
/37 (314 54/37)

(y —2)?

olur. Bundan
5 2-3%- (31 —5/37)
V37 (312 —25-37)
B 233 (31 —5,/37)
B 36./37
3 (31 — 5./37)
2,/37

(y—2)

18



olur, ve ayrica

2 2 2.3
(r=3) = 6+ V3 51 537
238 (734 12y/37)(31 — 5/37)
B 36,/37
3. (43 + 7/37)
2V/37

olur. Sonug olarak

o <3i\/3-(43+7\/37)’2i\/3~(31—5¢37)>

2./37 2./37
~ (3+£4.59,2 £ 0.38)

olur. Benzer bir sekilde eslenik diyametre DD’ oldugunda

2./37 2./37
~ (3 +0.32,3 & 3.89)

olur. Ayrica denklem (12)’den hiperboliin asimptotlar,

(31 +5¢/37) - ( + 6y — 15 — /37 (y — 2))"
= (31— 5¢/37) - (x + 6y — 15+ /37 - (y — 2))°

denklemi tarafindan tamimlanir, dolayisiyla

5((x 46y —15)* +37- (y — 2)?)
=2-31(z 4 6y — 15)(y — 2)

19



tarafindan. Burada

(z+ 6y — 15)* + 37 (y — 2)°
= 2% + 122y + 36y* — 30z — 180y + 225 + 37y* — 148y + 148
= 22 4+ 122y + 73y* — 302 — 328y + 373

olur, ve ayrica
(x4 6y — 15)(y — 2) = xy + 6y* — 20 — 27y + 30
olur, dolayisiyla asimptotlarin denklemi

0 = 5(2® + 122y + 73y* — 302 — 328y + 373)
— 62(zy + 6y* — 22 — 27Ty + 30)
= 5a? — 2wy — Ty* — 260 + 34y + 5

olur. Burada sabit olmayan terimlerin katsayilari, denklem

(6)’daki gibidir.

Kisim |I1.
Daha fazla ornekler

Ornek. Denklem (2)’nin tanimladig elips, simdi Sekil 7’dedir.
Denklem (4)’tin yerine 6telenmis elipsi tanimlayan

<2<x—3>—<y—2>)2+((”3‘3*5@‘”)2:1 (13)

9 18
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Sekil 7: (4dx — 2y)* + (z — 5y)2 =1

denkleminden

324 =182 =42z —y —4)* + (x — 5y + 7)*
= 1622 — 162y + 4y* — 64z + 32y + 64
+ 2% — 10zy + 25¢* + 142 — 70y + 49
= 172 — 262y + 29y* — 50z — 38y + 113

denklemini, ve bundan
1722 — 262y + 29y* — 50z — 38y — 211 =0
denklemini, elde ederiz. Ayrica

17(172* — 262y — 507)
= (172 — 13y — 25)* — (13y + 25)*
= (17 — 13y — 25)* — 169y* — 650y — 625

21



olur, ve

— 169y* — 650y + 17(29y* — 38y)
= (493 — 169)y* — (650 + 646)y
= 324y* — 1296y
= 324(y* — 4y)
=18%((y — 2)* — 4)

olur, ve

17-211 4625 + 4 - 182
= 3587 + 625 + 4 - 182
= 4212+ 4 - 18?
=13-18%°4+4-18*=17-18?

olur, dolayisiyla ayni elips,
17x — 13y — 2 -2
r— 13y — 25 n y—2\ _,
18y/17 V17

(=) () -

denklemi tarafindan tanimlanir. Merkezi orijine 6telenmis olan

elips,
170 — 2 2
W13\ y ),
184/17 V17

(172 — 13y)? + (18y)* = 17 - 18? (14)

veya

veya

denklemi tarafindan tanimlanir. Sekil 8’e bakin. Ayni yatay

22



(a) D-enk-lerr-l (1-4) -

- (b) Denklerﬁ (15) -

Sekil 8: Aymi elips, farkli diyametreler

23



diyametreyi paylasan ¢ember,
(172)* + (17y)* = 17 - 18?
denklemi tarafindan tamimlanir. Diger ortak diyametre,

2-17- 13z = (13* + 18% — 17%)y = 204 = 12- 17

veya
13x = 6y
tarafindan tanmimlanir. Simdi
13 2 tan
— =tan(20) = ——
6 an(20) 1 — tan?’

13tan® 9 + 12tand — 13,

—6+62+132  —64 /205
13 - 13

tand =

hesaplamalarindan
(—6 £ 1/205)z = 13y

denklemlerinin elipsin eksenlerini tanimladigimi biliyoruz, do-
layisiyla elipsin denklemini,

a((6 + /205)z + 13y)2 + B((6 — \/205)z + 13y)2 =17-18?
bi¢giminde yazabiliriz. Ayrica
(6 4 /205)% = 241 4 12,/205,

dolayisiyla denklem (14)’ten

A1 +12:/2056 137\ .y oo
(o B) (241—12¢205 132) = (17 137418,

24



Ayrica
132 4+ 182 =493 =17-29

olur, ve sonug olarak

a 132 —241+12,/205) (17
B) 24 132¢205 —132 241 +12/205 ) \ 29
169 - 17 — 241 - 29 + 12 - 29,/205
T 2. 132¢205 —169 - 17 + 241 - 29 + 12 - 29,/205

2873 — 6989 + 12 - 29,/205
T 24 132\/205 —2873 + 6989 + 12 - 29,/205

—4116 + 12 - 29¢205)

T 24 132\/205 4116 + 12 - 29,/205

—73 +29,/205
T 2. 132¢205 73 +29,/205

Elipsin denklemi,

(—7° 4 294/205) ((6 + /205)z + 13y)°
+ (7% 4 294/205) (6 — /205)z + 13y)°
=2-18%-13%/205 (15)
olur. Koseler igin,

(F7° +29,/205) ((6 £ /205)x + 13y)” = 2 - 182 - 132,/205,
(6 F 1/205)x + 13y = 0

sistemini ¢oziiyoruz. Burada

(F7% + 294/205)(21+/205)? = 2 - 182 - 13%,/205,
) 2-.92.13?
€T =
V205 - (294/205 F 73)’

25



dolayisiyla
o 241 F12,/205 2-9%.13?
y = 132 /205 - (29,/205 F 73)
2-97 (241 F 124/205)
T /205 - (294/205 F 73)
2.92. (241 T 12,/205)(29/205 + 7°)
- /205 - (292 - 205 — 7) '

Burada
297 - 205 — 7° = 54756 = 2% - 3* . 13?
ve
(241 F 124/205)(294/205 & 7%)
= (241-29 — 12 7%),/205 4 (241 - 7> — 12 - 29 - 205)
= 2873./205 4 11323
= 13%(17,/205 £ 67),

dolayisiyla
2 _ 17,/205 + 67

2,/205
Ornek. Bir érnek daha icin,

(3(:z:+1)—(y+2))2_ <(1‘+1>+2(y+2)>2 —1

7 7
ve
82% — 10zy — 3y? — 4w — 22y — 73 = 0,

ayni hiperbolii tanimlar. Ayrica
3r —vy 2 (T +2y 2 _q
7 7 o

() )

26



ve

69 + 4/221  (10z + (11 — \/221)y\*
V221 70

69— 44221 10z + (11+/221)y\* L (19)
V221 70 7

hiperboliin ayni 6telemesini tanimlar. Sekil g’a bakin.
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Sekil g: Ayni hiperbol, farkli diyametreler
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