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Telafi sinavi igin size verecegim
ad —bc #0 (1)
kosulunu saglayan a, b, ¢, ve d igin
A= (a,b), A =(—a,-b), B=(c,d), B =(—c¢,—d)

olsun. O zaman A’A ve B'B,
e denklemi

(dz — cy)?® + (bx — ay)® = (ad — be)? (2)

olan elipsin ve



e denklemi
(dz — cy)® = (br — ay)* = (ad — be)? (3)

olan hiperboliin
her birinin, birbirine eglenik olan diyametrelerinin bir 6rnegini
olusturur. Eger ayrica

ac+bd =0

kosulu saglanirsa, o zaman A’A ve B'B, konigin eksenleri olur-
lardi, ¢iinkii birbirlerine dik olurlardi; ama verecegim a, b, c,
ve d, kogulu saglamayacak.

Odeviniz, denklemi (2) ve (3) olan koniklerin her birinin
eksenlerinin u¢ noktalarimi bulmaktir. Bu 6dev, final ve bii-
tiinleme gibidir, ama simdi, verecegim a, b, ¢, ve d i¢in, hem
elipsin hem de hiperboliin eksenlerini bulacaksiiz. Elips ve
hiperbol, A’A ve B’B eslenik diyametreleri paylastiginda, ek-
senlerini paylagsmayacak.

O zaman = igaretinin her iki durumunda

(dz —cy)® £ (br — ay)* = (02 — )" £ (Br —ay)*  (4)
esitligini bir 6zdeglik yapan,
ay+pB6=0 (5)

denklemini saglayan «, (3, v, ve § bulmak zorundasimiz. Bu
yeter, ¢linkii (4)’iin sol tarafin1 agarak

(dx — cy)* £ (bx — ay)?
= (d* £ 0*)a® — 2(de £ ba)zy + (2 + a®)y? (6)



0zdegligini elde ederiz, ve ayrica bunun sag tarafinin katsayi-
larindan (kontrol edebildiginiz gibi)

(d® £ b%)(c* £ a*) — (dc % ba)? = £(ad — be)?
olur, dolayisiyla eger (4) bir 6zdeglik ise, o zaman
(ad — be)? = (ad — By)?

olur.

Odevi ¢ozmek icin herhangi bir dogru yéntem kullanabilir-
siniz. Zaten verdigim 6rneklerde bir yontem gordiik; asagidaki
kullanacagim yontem benzerdir. Birini bulabilirseniz, farkl bir
yontem kullanabilirsiniz, ama her durumda

e calismanizin matematiksel dogru oldugu agik olmalidir;
e buldugunuz noktalar1 ya elle ya da bilgisayar ile bir gra-
fige koyarak caligmanizi kontrol etmek zorundasiniz.

Ornek

Ya (2) ya da (3) tarafindan tanmimlanan konigin eksenlerinin
egimleri, m ve m’ olsun. O zaman istedigimiz «, 3, 7y, ve § i¢in

B = ma, d=m'y

varsayabiliriz. Ayrica

olur, dolayisiyla



olur. Bu durumda (6zdeslik (6)’daki gibi)

(0 — yy)* & (Bz — ay)’
= (0z +mdy)? £ (maz — ay)?
= (0> £ m*a?)2® + 2m(6* F o®)ay + (m?0* £ o)y (7)

0zdesgligi vardir. Simdi Sekil 1’deki gibi

Sekil 1: Elips ve hiperbol

A=(a,b)=(51), B =(c,d)=(2,4)
olsun. O zaman
ad — bec = 18.
Her durumda denklemi
(4x — 2y)* & (z — 5y)* = 18 (8)



olan konigin eksenlerinin ug¢ noktalarini bulmak isteriz. Bunlar
oyle (a, B) ve (7,6) ki

(42 —2y)* + (x — 5y)* = (62 —yy)? £ (Bz — ay)®  (9)

esitligi bir 6zdesliktir ve (5) saglanir.

Elips

+ durumunda denklem (8), Sekil 1’de elipsi tanimlar. Denkle-
min sol tarafim agarak

(42 = 2y)* + (v = by)* = 172” — 262y + 29y°  (10)

0zdesligini elde ederiz. Yatay diyametresini elips ile paylasan
¢emberin denklemi,

1727 + 17y* = 18 (11)
olur. Elips ve ¢emberin dort ortak noktasi
1722 — 262y + 29y* = 1722 + 17>
denklemini saglar. Bunu ¢ozerek

12y* — 262y = 0,
y(6y — 132) = 0,
y =0 veya 6y = 13z

buluruz, dolayisiyla

62+ 132 = 205



oldugundan, ortak noktalar denklem (11)’i sagladigindan

£18V17

17 )
205 18/1 205 18/1
(16.\/05.8\/7 3.\/05.8\/7)

205 17
olur. Bu noktalar

(£4.37,0),

205 17

(+£1.83, +3.96)

civarindadir ve Sekil 2’deki gibi C', C’, D, ve D’ olur. O za-

Sekil 2: Elips ve ¢gember



man CDC'D’ bir dikdértgendir. Konigin eksenleri, dikdort-

genin kenarlarmma paraleldir. C'D dogrusunun egimi m, DC
dogrusununki m’ oldugunda

13 _6—4/205 -1
644205 —13 om/’
13 6+v206 -1
6 — /205 —13 m

olur. Ozdeslik (7), (9), ve (10)’dan
8% +m?a® =17,
2m(8% — a?) = —26, (12)
m?6% + a® = 29

kosgullar1 ¢ikar. Birinci ve {i¢lincii denklemin toplamini ve far-
kini alarak

(1—m?)(5 - a?) = —12 (3)

sistemini elde ederiz. Ayrica

(1+m?)(6% + a?) = 46, }

m 6 — /205
l+m?=1F — =1F — YV _—
T L T T 61 205

olur, dolayisiyla

6+ /205’ 6 + /205

olur. Bundan sistem (13)’iin ikinci denklemi ve sistem (12)’nin
orta denklemi denktir ¢iinkii

2m  2-13 64205 26
1—m2 6+ ,/205 12 12




olur. Boylece sistem (13)’1 ¢Ozerek sistem (12)’yi ¢ozecegiz.
Ayrica sistem (13)

Poaro 6. V20546
C1+m? V205
~12 V205 — 6
5 —a? = — /205 Y~
S gAY /205

olur, ve ¢oziimii

52— (V2054 6)(23 — /205)  17,/205 — 67

2./205 2,205
o2 — (V205+6)(23+/205) _ 29/205 + 343
B 2./205 O 2,/205

olur. Sistem (12)’yi ¢ozmiigtiik. Ayrica yukaridaki gibi m? =
—m/m’ oldugundan
, (V205 — 6)(23 — \/205)  29,/205 — 343
B 2,/205 o 2y205
(v/205 — 6)(23 + /205)  17,/205 + 67
2./205 ©24/205

olur. Simdi « ve ~ pozitif olsun; o zaman

(a, B) =~ (5.15, 3.29), (v,0) ~ (1.59, —2.48)

g2 =

olur. Bu noktalar, Sekil 3’teki gibi £ ve F' olur, ve oradaki
E'E ve F'F, elipsin eksenleridir.

Hiperbol

— durumunda denklem (8), Sekil 1’deki hiperbolii tanimlar.
Denklemin sol tarafini acarak

(4 — 2y)? — (z — 5y)? = 152% — 6y — 21y (14)
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Sekil 3: Elips ve eksenleri

0zdegligini elde ederiz. Yatay diyametresini hiperbol ile payla-
san ¢emberin denklemi,

1527 + 15y = 182 (15)
olur. Elips ve ¢emberin dort ortak noktasi
1522 — 6zy — 21y? = 1522 + 15¢2,
36y> + 62y = 0,
y(6y +z)=0
denklemini saglar, dolayisiyla

62+1=37



oldugundan, ortak noktalar denklem (15)’i sagladigindan

£18V15
15 )

V37 1815 /37 1815
16. ) )
( 37 15 31 15

olur. Bu noktalar
(£4.65,0), (£4.58,F0.76)

civarindadir ve Sekil 4’teki gibi C', C’, D, ve D’ olur. O za-
man CDC'D’ bir dikdortgendir. Konigin eksenleri, dikdort-
genin kenarlarma paraleldir. C'D dogrusunun egimi m, DC'
dogrusununki m’ oldugunda

1 1
6 3T=—
M6 /3T VAT =
- 1
S AN —
m= s S VIT=

olur. Ozdeslik (7), (9), ve (14)’ten
5% —m?a® = 15,
2m(6° + o) = —6, (16)
m26? —a? = 21
kosgullar1 ¢ikar. Birinci ve iigiincii denkleminden
(1+m?)(0* — a*) = =6,
(1 —m?)(6* +a?) =36
sistemini elde ederiz. Ayrica

m 6 — /37
l+m?P=1F —=1F —Y¥—
N Ve

10



Sekil 4: Hiperbol ve ¢cember

olur, dolayisiyla

2./37 12
14+m? =Y l-m? = ——
= S AT T 6t 3T

olur. Bundan sistem (17)’nin ikinci denklemi ve sistem (16)nin
orta denklemi denktir ¢iinkii

2m =2 6437 -2 -6
1-m2 6+4/37 12 12 36

11



olur. Boylece sistem (17)’yi ¢ozerek sistem (16)’y1 ¢ozecegiz.
Ayrica sistem (17)

C1l+m?2 V37
36 \/37+6

2 2 _ _
0+« —1_m2—3\/37- \/37

olur, ve ¢oziimii

52 _ 3(V3THO)(V37 1) _ 3(3145/37)

2./37 231
,  3(/BT+6)(y/3T+1)  3(43+T7/37)
“ = 2/37 BN

olur. Sistem (16)’y1 ¢ozmiigtiik. Ayrica yukaridaki gibi m? =
—m/m’ oldugundan

2 3(\/37—6)(v/37T— 1) 3(43 — 7,/37)

2./37 231
o 3(\37T—6)(v/37+1)  3(31—5/37)
= 2./37 237

olur. Simdi « ve v pozitif olsun; o zaman
(o, B) =~ (4.59, —0.38), (v,6) ~ (0.32,3.89)

olur. Bu noktalar, Sekil 4’teki E' ve F' olur, ve oradaki E'E ve
F'F | hiperboliin eksenleridir.
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