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1 Giris

Bu kiimeler kurami dersi, gercel analizin gergel sayilari ince-
ledigi sekilde ordinal sayilar: inceler. Ordinal sayilar — kisaca
ordinaller — kiimedirler, ve onlarin 6zelliklerini, kime aksiyom-
larindan elde edecegiz. Aslinda ordinallerin istedigimiz 6zellik-
lere sahip olmasi i¢in, aksiyomlarini tek tek ifade edecegiz.
Gergel sayilar, adi R olan, dogrusal siralanmig bir kiime olug-

turur. Ayrica iki gercel say1 verilirse, biri

e digerine eklenebilir ve

e digerini cogaltabilir.
Bu durumda verilen iki say1 toplanabilir ve carpilabilir. Sim-
gelerde her a elemani i¢in R'nin

Tr—a+zx, Tr—a-x

islemleri vardir, ve bunlar sirasiyla soldan eklenme ve soldan
cogaltmadar.

Toplama ve carpma islemlerinin belirli 6zellikleri vardir, or-
negin ikisi degismelidir. Ayrica gergel sayilarin verilen islemleri
ile siralanmasi arasinda iligkiler vardir, 6rnegin

a>0ANb>0=a+b>0Aa-b>0.

Bu 6zellikler ve iligkiler, tam siralanmas cisim aksiyomlari ile
ifade edilir. Kisaca R, tam siralanmig bir cisimdir. Mantik aci-
sindan gercel analizin temeli, bu aksiyomlardir.



Bu temelin yerine gercel sayilar, bir diizlemde olan siir-
lanmamig bir dogrunun noktalar1 olarak diigtintilebilir. Bu se-
kilde gercel sayilarin siralamasinin, toplamasinin, ve ¢arpmasi-
nin geometrik anlami vardir, ve gercel analiz, geometrinin bir
uzantisidir.

Ornegin geometride, cemberlerin ve bagka koni kesitlerinin
tegetleri incelenir. Analitik geometride bu egrilerin her biri,
bazi gercel A, B, C, D, E, ve F katsayilar icin

g(x,y) = Av* + Bay + Cy* + Dz + By + F
esitligi ile g'nin verildigi
g9(z,y) =0

denklemi tarafindan tanimlanir. Gergel analizde, g'nin rastgele
iki-konumlu fonksiyon oldugu ¢(z,y) = 0 denklemi tarafindan
tanimlanmig egrinin tegetlerinin var oldugu durumlar incele-
nir. Baglangigta ¢, f'nin tek-konumlu bir fonksiyonu oldugu

g(x,y) =y — f(x)

esitligi tarafindan tanimlanir. Bu durumda g(z,y) = 0 denk-
leminin tamimladig1 egri, f'nin grafigidir, ve egriyi daha iyi
anlamak icin bu grafigi ¢izebiliriz.
Ordinaller i¢in geometri kullanmaya calisacagiz, ama bu her
zaman kolay olmadigindan aksiyomlar ve mantik énemlidir.
Gergel sayilar gibi ordinaller de dogrusal siralanmigtir. Aga-
gidaki gekilde ordinalleri elde edebiliriz.
1. Adi sifir olan, 0 ile gosterilen ilk ordinal ile baglariz. Bu
ordinal, ordinallerin en kii¢iigiidiir.
2. Her « ordinali i¢in o ardilini tanimlariz. Verilen bir or-
dinalin ardili, o ordinalden daha biiyiik olan ordinallerin
en kiicligiidiir.
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3. Elemanlar1 ordinal olan her A kiimesi i¢in sup(A) supre-
mumunu tanimlariz. Elemanlar1 ordinal olan bir kiime-
nin supremumu, kiimenin her elemani i¢in ya elemana
esit olan ya da elemandan daha biiyiik olan ordinallerin
en kiiciigiidiir. U¢ durum vardur.

a) Eger A bos ise, o zaman sup(A4) = 0.
b) Eger bir § ordinali, A'nin en biiyiik eleman1 ise, o
zaman sup(A) = f.
c) Eger A bog degilse, ama A'min en biiyiik elemani
yoksa, o zaman sup(A), yeni bir ordinaldir, ve ona
A’nin limiti denebilir.
Bu sekilde ordinallerin ii¢ ¢esidi vardir.

1. 1k ordinal vardir.

2. Ardillar vardir.

3. Limitler vardir.

En kiigiik ordinaller 0, 0/, 07, . . . Bunlar dogal sayilardur ve
normalde 0, 1, 2 . . . olarak yazilir. Dogal sayilar, bog olmayan
ve en biiylik elemani olmayan bir kiime olusturur. Bundan
dolay1 dogal sayilar kiimesinin limiti vardir. Bu limit, Yunan
alfabesinin son harfi olan w ile gosterilir. Bundan sonra w’,
w”, w” ... vardir.

Ordinallerin kiime olacagini soyledik. Her ordinal, kendisin-
den daha kii¢iik olan ordinallerin olugturdugu kiime olarak
tanimlanabilir. Kii¢iik Yunan harfleri, her zaman ordinallerin
yerine kullanilacak. Bu gekilde yukaridaki tanim,

a={§:E<a}

esitligi tarafindan ifade edilir. Asagidaki gézlemler gikar.
e Sifir, bog kiimedir:

0={¢: ¢+ =2



e Bir ordinalin ardilinin elemanlari, kendi elemanlar1 ve
kendisidir:

o ={¢:¢feavi=a}=aU{a}.
e Dogal sayilar kiimesi, w’dir:
w=1{0,1,2,...}.

Nasil ki gercel analiz geometrinin devami olarak goriilebi-
lirse, benzer gekilde, kiimeler kurami da (ordinalleri inceledigi
i¢in) saymanin devami olarak goriilebilir.

Gergel sayilar, R kiimesini olugturur, ama hicbir kiime her
ordinali iceremez, ¢iinkii elemanlar:1 ordinal olan bir kiime veri-
lirse, bu ordinallerin her birinden kesin biiyiik olan bir ordinal
vardir. Ordinaller, adi ON olan ézsinifi olusturur.

Her kiime bir siniftir, ama baz siniflar kiime degildir. Kiime
olmayan siuflar, 6zsiftir. Ornegin kendisinin eleman: olma-
yan kiimeler, {z: z ¢ x} 6zsimifim1 olugturur.

Dogal sayilar, hem gercel hem de ordinaldir. Gergel sayilar
gibi dogal sayilar ve ordinaller, toplanabilir ve ¢arpilabilir.

Gergel sayilarin toplanmasi ve garpilmasi, dogal sayilarin
toplanmasindan ve carpilmasindan elde edilebilir. Okuldaki
gibi

e w'dan Z tamsayilar kiimesini elde ederiz;
e 7Z'den Q kesirli sayilar kiimesini elde ederiz.
O zaman R gibi Q de, siralanmig bir cisimdir, ama tam degil-
dir. Q'nin tam olmadiginin iki anlami vardir.
e Qmiin {z € Q: 2* < 2} gibi bog olmayan, iistsinir1 olan
ama en kiiciik tistsinir1 olmayan altkiimeleri vardir.
e Qde, (1,3/2,7/5,17/12,41/29,99/70, .. .) gibi yakimsa-
mayan Cauchy dizileri vardir.

8 1 Girig



Yukarida verilen érnek kiimesinin supremumu R’de /2 olur,
ve (p07qo> = (17 1) ve (pn+17qn+1> = (pn + 2¢n, pn + Qn) olmak
tizere (pn/qn: n € w) 6rnek dizisinin /2 limiti vardir.

R’nin elemanlar1, girdileri kesirli olan Cauchy dizilerinin li-
mitleri olarak tanimlanabilir. Bu durumda eger (a,: n € w)
ve (by,: n € w), girdileri kesirli olan ve limitleri sirasiyla a ve
b olan Cauchy dizileri ise, o zaman

a+b= lim (a, + by), a-b= lim (a, - by,).
n—oo n— oo
Simdi R’de x — a + x ve x — a - x iglemleri siireklidir.

Benzer siirekliligi ordinallerde elde edebiliriz. Ilk olarak
w’nin her elemani, ya sifirdir ya da bir ardildir. Ashinda w’nin
kendisi, en kii¢iik limit ordinalidir ve kendisini icermez. Nor-
malde dogal bir k£ sayisimn k' ardilh k& + 1 olarak yazilhir. O
zaman dogal bir n sayisinin eklenmesinin asagidaki 6zyinels
tanimi vardir.

1. Eger m = 0 ise, o zaman n +m = n.

2. Eger m =k + 1ise, o zaman n+m = (n+ k) + 1.
Benzer gekilde n'nin carpmasinin asagidaki 6zyineli tanimi var-
dir.

1. Eger m = 0 ise, o zaman n - m = 0.

2. Eger m = k+ 1 ise, o zaman n-m = (n - k) + n.
Eklenmesinin ve ¢ogaltmasinin 6zyineli tanimlar, rastgele or-
dinaller i¢in kullanilabilir. Hala rastgele bir ordinalin soldan

e bir limit ordinaline eklenmesini ve

e bir limit ordinalini ¢arpmasini
tanimlamak zorundayiz. Bunun igin Ozyineli tanimlarin
iglincli bir adimini kullaniriz. Sonug olarak bir o ordinalinin
eklenmesini tanimlamak icin asagidaki gibi sonlu asiri 6zyine-
lemeyi kullaniriz.

1. Eger § =0 ise, 0 zaman o + = «.



2. Eger § =+ ise, 0 zaman a + = (o + 7).

3. Eger 8 bir limit ise, o zaman a+ = sup{a+£: £ < (}.
Benzer gekilde a’'nin carpmasinin agagidaki sonlu agir1 6zyineli
tanimi vardir.

1. Eger f =0 ise, o zaman « - 5 = 0.

2. Eger § =+'1ise, o zaman a- = (a-7) + a.

3. Eger § bir limit ise, o zaman « - § = sup{a - {: £ < [}.
Resmi tanimlar sayesinde & — a + & ve £ — «a - £ iglemleri
siireklidir. Ayrica, sonlu asiri tiimevarym ile soldan ¢arpmanin
toplama iizerinde dagilmasini kanitlariz: kisaca

a-(B+y)=a-B+a-7.

Dogal ve gercel sayilarin bazi 6zellikleri, ordinallerde yanlistir,
ornegin
l+w=w<w+1.
Genelde
e o> (ise & — & + «a stirekli degilir;
o o> 1ise & — &« siirekli degilir.
Ordinal iglemlerinin geometrisi, agagidaki gibi anlasilabilir.
Ordinallerin olugturdugu ON siifi sadece dogrusal siralan-
mis degil, iyisiralanmastir, yani bos olmayan, elemanlar1 ordi-
nal olan her kiimenin en kii¢iik eleman vardir. Dedigimiz gibi
bir a ordinalinden kiiciik olan ordinaller, kiime olarak a’nin
kendisini olusturur, dolayisiyla o da iyisiralanmistir. Onemli
bir teorem sayesinde her iyisiralanmig kiime, bir ve tek bir
ordinal ile izomorftur. Bu ordinal, iyisiralanmig kiimenin sira
tiprdar.
Verilen o ve 8 ordinallerinden bir liste elde edebiliriz. Once
a’nin elemanlarini yazariz, sonra ’nin elemanlarini. Ornegin
e (a,f)=(2,5)ise (0,1,0,1,2,3,4) elde edilir;
e (a,f)=(1,w)ise (0,0,1,2,3,4,...) elde edilir;
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e (a,p) = (w,1)ise (0,1,2,3,4,...;0) elde edilir.
Bu sekilde sira tipi o + 8 olan iyisiralanmig o U § kiimesini
elde ederiz.
Genelde iki ordinalin Kartezyan carpimini

v <d=(§7) <9 A(1,¢) <(6,¢)

kurali ile iyisiralayabiliriz. O zaman bu siralama ile resmi bir
sekilde o U B kiimesini (o x {0}) U (5 x {1}) birlesimi olarak
tanimlayabiliriz. Ayn siralama ile Kartezyan o x § ¢arpiminin
sira tipi « - 8 olur.

Agagidaki 6zyineli tanim ile herhangi dogal m sayisina gore
pozitif dogal bir n sayisinin kuvveti vardir.

1. Eger m =0 ise, o zaman n™ = 1.

2. Eger m = k + 1 ise, o zaman n™ = n* - n.
Eger a pozitif kesirli bir say1 ve b rastgele kesirli bir sayi ise,
o zaman a’ kuvvetini tanimlayabiliriz, ama degeri kesirli ol-
mayabir. Elde edilen x — a® fonksiyonu siirekli oldugundan
gercel sayllarda da tamimlanabilir. Benzer sekilde a da rast-
gele pozitif gercgel bir say1 olabilir.

Ordinallerde kuvvetleri tanimlamak daha kolaydir. Agagi-
daki tanimimiz vardir. Burada a > 0:

1. Eger 8 = 0 ise, o zaman o = 1.

2. Eger 8 =/ ise, 0 zaman o’ = a” - a.

3. Eger 8 bir limit ise, o zaman o = sup{at: ¢ < 8}.
Her zaman 17 = 1 ve a® = 1. Eger @« > 1 ve 8 > 0 ise, o
zaman o kuvvetinin geometrik anlami vardir. Zira bir v icin
a” >~ > 0 olsun. O zaman bazi 3y, 7, ve ¢ icin

B> fo, a > >0, a% > 6,

ve ayrica
v =a® y+6.
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Eger 0 > 0 ise, o zaman devam edebiliriz. Sonunda bir dogal
n sayisl i¢in,

B>Po>pPr>> Py
esitsizliklerini saglayan bazi (; ordinalleri i¢in, ve

a>5 >0
esitsizligini saglayan bazi v; ordinalleri i¢in
7:0460-70—1—0[51 .71_|_..._|_O[5n V.

Bu sekilde $’dan a’ya giden dyle bir f, fonksiyonu vardir ki

v eger § = [ ise,

f'y(g) = 9 .. _.
0, eger hig 7 i¢in &, §; degilse.

Simdi v ve §, a’dan kii¢ilik olsun. O zaman agagidaki kogullar
denktir.

e v >).

e Eger ¢, 6yle £’lerin en biiyiigii ise ki

ise, 0 zaman
f1(€) > [s(e).
Boylece deger kiimesi « olan, tanim kiimesi 3 olan, #’nin sonlu
bir altkiimesinin diginda degeri sifir olan fonksiyonlarin olug-

turdugu kiime iyisiralanmistir, ve sira tipi o® olur.
Tanim kiimesi B olan, deger kiimesi A olan fonksiyonlar,

BA
kiimesini olugtursun. O zaman

{f cPa: {€eB: f(€)#0} sonludur}
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kiimesini iyisiraladik. Tiim #o kiimesini iyisiralamak icin yon-

temimiz yoktur. Nitekim Secim Aksiyomu sayesinde her kiime

iyisiralanabilir. O halde her kiime, en az bir ordinal ile egle-

niktir. Oyle ordinallerin en kiiciigii, kiimenin kardinalidir.
Resmi tanimlarimizdan

1= {0}, 2 = {0,1}.

O zaman herhangi A kiimesi i¢in 42 kiimesi, A'nin P(A) kuv-
vet kiimesi ile egleniktir. Bu kiimenin elemanlari, A'nin altkii-
meleridir, ve egleniklik

42~ P(A)

ile gosterilir. 42 kiimesinden 92(A) kiimesine giden eglemeler-
den biri,
f={zeA: f(x)=0}
fonksiyonudur.
Bir kiimenin kuvvet kiimesinin kardinali, her zaman kiime-
nin kendi kardinalinden biiyiiktiir. Bundan dolayr ON sini-
findan sonsuz kardinallerin olugturdugu smifa giden § — N,

izomorfizmasi vardir. (Burada X, Ibrani alfabesinin alef olan
ilk harfidir.) Ozel olarak

w = N().
Nitekim
R~ 2(w),
dolayisiyla pozitif bir « i¢in R'nin kardinali X, olur. Bura-
daki o’min 1 olmasi, Kontinuum Hipotezidir, ama bu onerme,
aksiyomlarimizdan veya teoremlerimizden biri degildir.

Eger k ve A sonsuz kardinal ise, o zaman en biiyiigii, kU ve
kX A kiimelerinin her birinin kardinalidir. Bu teoremi, yukarida
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soyledigimiz teoremin 6zel bir durumundan elde edebiliriz. Her
pozitif « igin Gyle

e dogal n sayisi,

e kesin azalan (5o, £, ..., 3,) dizisi,

e girdileri pozitif dogal say1 olan (co, c1, .. ., ¢,) dizisi
vardir ki a,

wﬁO'CO‘i‘wﬁl‘Cl‘i‘"'_}‘wﬁn'Crb

olarak yazilabilir. Bu toplam, a’'nin Cantor normal bi¢imidir.
Bunu ve w X w =~ w eglenikligini kullanarak x X kK ~ Kk esle-
nikligini gosterebiliriz.

Cantor normal bigimlerinin toplanmasi ve carpilmasi igin
kurallar elde edebiliriz.

Baz1 smiflarin kiime olmadigi, kiimeler kuraminin hususi-
yetlerinin biridir. Biri daha, her kiimenin ve her sinifin her
elemaninin kiime oldugudur.

Gergel analizde R bir kiimedir, ama elemanlari, kiime olarak
diistiniilmez.

Kiimeler kuraminda R, yukaridaki gibi inga edilir. Ozellikle
w’nin ingasinin ayrintilari, kiime aksiyomlarini kullanir.

Aksiyom olarak bos sinifin kiime oldugunu kabul ederiz. Bu
kiime & veya 0 olur. Bagka bir aksiyom olarak her a kiimesi
i¢in elemanlar1 a'nin elemanlar: ve a’nin kendisi olan siif bir
kiimedir. Bu kiime aU{a} veya a’ olur. Sonsuzluk Aksiyomuna
gbre w bir kiimedir, ama 6nce w, smif olarak tanimlanmali,
ve bunun nasil yapilmasi gerektigi agik degildir.

Kiimelerin mantiginda her sinif, tek serbest degiskenli bir
formiil tarafindan tammlanir. Ornegin elemanlar1 kendisini
icermeyen kiimeler olan simif, = ¢ x formiilii tarafindan ta-
nimlanir, ve zaten yazdigimiz gibi sinifin kendisi,

{z:x ¢ x}
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olur. Her a kiimesi, x € a formiilii tarafindan tanimlanir ¢iinkii
a={z:z €a}.

Genelde bir ¢ formiiliiniin tek serbest degigskeni varsa ve bu
degisken z ise, o zaman ¢’yi saglayan kiimeler,

{z: ¢}

sinifinl olugturur. Bu smifin w olmast i¢in ¢’yi saglayan kii-
meler, ne limit olan ne limit igeren ordinaller olacaktir.
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> Harfler ve Aksiyomlar

2.1 Harfler

Simge olarak kullanilirken harfler agagidaki anlamlara gelir.
Ayrica harflerin ilk kullamildig: sayfalar verilir.
Kiiciik Latin harfleri

e a, b, c d, e kiimeler (sayfa 21)

e f. g, h tamm smifinin kiime oldugu géndermeler

(sayfa 43)

e i, j dogal say1 degiskenleri (sayfa 38)

e k, ¢, m,n dogal sayilar (sayfa 38)

e s, t terimler (sayfa 22)

o u, v, w, z,y, z kiime degigkenleri (sayfa 21)
Biyiik Latin harfleri

e A, B,C, D kiimeler (sayfa 39)

e X Y, Z kiime degiskenleri (sayfa 38)
Kivircik Latin harfleri

o of, B, € kimeler (sayfa 43)

o Z(A) {X:X C A} (sayfa 29 ve 85)

o Z,(A) {XePA): kard(X) < w} (sayfa 85)
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Diiz biiyiik Latin harfleri
e A, B ifadeler (sayfa 23)

Biiyiik siyah Latin harfleri
e A B, C smiflar (sayfa 28)
e F. G, H gondermeler (sayfa 36)

Dikey biiyiik siyah Latin harfleri
e KN kardinaller simfi (sayfa 81)
e ON ordinaller simifi (sayfa 46)

e V evren smifi(sayfa 29)

Yunan harfleri
e a, 3,7, d,e ordinaller (sayfa 47)
e (,n ordinal degiskenleri (sayfa 47)
e 0 ordinal (sayfa 51)
e Kk, A\, i, v kardinaller (sayfa 82 ve 89)

¢ ordinal degiskeni (sayfa 47)

o T, X, formiiller (sayfa 23, 20, 23, 22)
Dikey Yunan harfi

e & sup{w,w® w*" ...} (sayfa 76)

e w dogal sayilar kiimesi (sayfa 38)
Dikey kiiciik Latin harfleri

e kard kardinal (sayfa 81)

e kf kofinallik (sayfa 91)

e maks en biiyiik (mazimum; sayfa 84)

2.1 Harfler 17



e min en kiigiikk (minimum; sayfa 48)

e sup en kiigiik tistsir (supremum; sayfa 50)

Dikey biiyiik Latin harfleri
e GKH Genellegtirilmis Kontinii Hipotezi (sayfa go)
e KH Kontinii Hipotezi (sayfa go)
e ZF Zermelo-Fraenkel Aksiyomlar (sayfa 89)
e ZFC Se¢im Aksiyomu ile ZF (sayfa 89)

“Tahta siyah"” harfleri
e N sayma sayilar1 kiimesi (sayfa 38)
e Q kesirli sayilar kiimesi (sayfa 45)
e R gercel sayilar kiimesi (sayfa 45)

e 7 tamsayilar kiimesi (sayfa 45)

Harflerden tiireyen simgeler
e V her...igin (for All; sayfa 27)
e 1 baz ... igin (there Exists; sayfa 22)
e ¢ (“a € B”="“acorl B sayfa 21)
e U, |J bilesim (Union; sayfa 29)
e V veya (Latince VEL; sayfa 26)

2.2 Aksiyomlar

Kiimeler i¢in dokuz tane aksiyom kullanacagiz.

Esitlik (sayfa 30): esit kiimeler, ayn1 kiimelerin elemanlaridir.
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Ayirma (sayfa 32): her kiimenin her altsinifi, bir kiimedir.
Bos Kiime (sayfa 32): bog simf, bir kiimedir.

Bitistirme (sayfa 32): bir kiimeden bir eleman1 daha olan si-
nif, bir kiimedir.

Sonsuzluk (sayfa 38): dogal sayilar simifi, bir kiimedir.

Yerlestirme (sayfa 37): bir gonderme altinda bir kiimenin im-
gesi, bir kiimedir.

Bilesim (sayfa 49): bir kiimenin bilegimi, bir kiimedir.

Kuvvet Kiimesi (sayfa 87): bir kiimenin altkiimelerinin olug-
turdugu smif, bir kiimedir.

Secim (sayfa 89): her kiime iyisiralanabilir.
Kullanmayacagimiz bir aksiyom da vardir.

Temel: her bog olmayan kiimenin, kendisinden ayrik bir ele-
mani vardir.

Se¢im Aksiyomu (Axiom of Choice) gikarihirsa kalan dokuz

aksiyom, Zermelo—Fraenkel Aksiyomlaridir, kisaca ZF. Hep
beraber, aksiyomlara ZFC denir.
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3 Mantik

3.1 Kiimeler ve Siniflar

e Oklid’in Ogeler’inde ortak kavramlar: kullanarak postu-
latlardan diger 6nermeleri kanitlariz.
e Kiimeler kuraminda mantigin kurallarini kullanarak ak-
siyomlardan diger teoremleri kanitlariz.
Kiimeler kuraminda her teorem, serbest degisken: olmayan bir
formiildiir, kisaca bir ciimledir (sentence).

Tek serbest degigkeni olan bir formiilde, formiiliin serbest
degiskeninin serbest gegislerinin yerine bir kimenin adi konu-
labilir. Eger formiil ¢ ve kiime a ise, o zaman meydana gelen
ciimle

¢(a)

olur. Bu ciimle, her climle gibi ya dogrudur ya da yanlistir.
Eger dogru ise, o zaman a kiimesi, ¢ formiiliinii saglar (satis-
fies).

Bir formiilii saglayan kiimeler, bir smif olusturur. Olustu-
ran kiimeler, sinifin elemanlaridir (elements), ve formil, smifi
tamimlar (defines). Eger formiil ¢ ve tek serbest degiskeni z
ise, 0 zaman

{z: ¢}

smifi tanimlanir.
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Kiimelerin de elemanlar: vardir, ve her biri bir kiimedir. Eger
bir a kiimesi, bir b kiimesinin bir elemani ise, o zaman

cimlesi yazilir. Aksi durumda

yazilir.

Teorem 1. Her kiime, bir siniftar.

Kanat. Her a kiimesi, {z: = € a} simifidir. O
Teorem 2 (Russell Paradoksu). Kime olmayan bir sinaf vardor.

Kanat. Her a kiimesi i¢in asagidaki iki kogul denktir.
1. a, {x: x ¢ x} smufinin elemamdir.
2. a, a kiimesinin elemani degildir (yani a ¢ a).
Oyleyse {z: x ¢ x} stmfi, her kiimeden farklidir. O

3.2 Formiiller

Formiillerde kullanacagimiz simgeler ya mantiksaldir ya da
mantiksal olmayandar.
e Mantiksal (logical) simgeler:
— terimler (terms):

* sabitler (constants):
 degigkenler (variables):

— baglayicilar (connectives):
* iki-konumlu (binary) bir baglayic::
* tek-konumlu (singulary) bir baglayici:
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— bir niceleyici (quantifier):
— ayraglar (parentheses, brackets):

* sol:

* sag:
e mantiksal olmayan (non-logical) bir simge:
— iki-konumlu bir yiiklem (predicate):
Formiiller (formulas) i¢in tanim dzyinelidir. Ashnda formiille-
rin dort tane tiirii vardir.
1. t ve s terim olmak {izere

ifadesi bir formiildiir, ve bu formiil bir igermedir (conta-
inment).
2. ¢ bir formiil olmak tizere

ifadesi bir formiildiir, ve bu formiil bir degillemedir (ne-
gation).
3.  ve ¢ formiil olmak iizere

(o NY)

ifadesi bir formiildiir, ve bu formiil bir tiimel evetlemedir
(conjunction).
4. @ bir formiil, x bir degisken olmak iizere

dx ¢

ifadesi bir formiildiir, ve bu formiil bir 6rneklemedir (ins-
tantiation).
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Her formiil ya bir icermedir, ya da bir degillemedir, ya da bir
tiimel evetlemedir, ya da bir érneklemedir. Ayrica
e bir ¢ formiilii, hem —¢ degillemesinin hem de dz ¢ or-
neklemesinin tek bilegenidir (component);
e bir ¢ ve bir ¢ formiilii, (¢ A ) 6rneklemesinin bilegen-
leridir.

Lemma 1. Eger baz simgeler, bir formiilin sonuna eklenirse
veya sonundan kaldirilirsa, o zaman yeni bir formail elde edil-
mez.

Kanat. Formiillerin taniminin sagladigi tiimevarim yontemini
kullanacagiz.

1. Bir igerme i¢in iddiamiz dogrudur, cilinki igermeler ve
sadece igermeler, terim ile baglar, ve bu formiillerin her birinin
uzunlugu tigtiir.

2. Tiimevarim hipotezi olarak iddiamizin bir ¢ formiilii i¢in
dogru oldugu kabul edilsin. Miimkiinse bazi simgeler —¢ for-
miiliinlin sonuna ekleyerek veya sonundan kaldirarak yeni bir
formiil elde edilsin. O zaman ortaya ¢ikan formiil, bir A ifadesi
i¢in, =A bigimindedir. Bu durumda A, bir ¢ formiilii olmalidir,
ve simgeleri ¢’'nin sonuna ekleyerek veya sonundan kaldirarak
¥ elde edilir, ki bu hipoteze gore imkansizdir. O zaman iddi-
amiz — ic¢in dogrudur.

3. Tiimevarim hipotezi olarak iddiamizin bir ¢ formiili ve
bir ¢ formiilii i¢in dogru oldugu kabul edilsin. Miimkiinse bazi
simgeleri (¢ A1) formiiliiniin sonuna ekleyerek veya sonundan
kaldirarak yeni bir formiil elde edilsin. O zaman ortaya ¢ikan
formiil, bir A ifadesi i¢in, (A bi¢imindedir. Bu durumda A, bir
X ve bir 7w formiilii igin x A ) olmalidir. Bu durumda y, ¢
olmalhdir, ¢iinkii aksi durumda simgeler ¢’'nin sonuna ekleye-
rek veya sonundan kaldirarak y elde edilir, ve hipoteze gore
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bu imkénsizdir. Simdi ayni gekilde 7, ¢) olmalidir. O zaman
iddiamiz (¢ A v) i¢in dogrudur.

4. Benzer gekilde iddiamizin bir ¢ formiilii i¢in dogru oldugu
kabul edilirse, o zaman dz ¢ i¢in de dogrudur.

Boylece tiimevarimdan her durumda iddiamiz dogrudur. O

Teorem 3 (Tek Okunabilirlik).
1. Her formiiliin tek bir tirt vardar.
2. Tek bir sekilde bir formiil tiimel evetleme olabilir.

Ornegin (cp A (Y A X)) formiil, tiimel evetlemedir; ayrica
tek bir gekilde tiimel evetlemedir, ¢linkii sadece ¢ ve (¢ A x),
verilen formiiliin bilegenleridir. Aslinda

oA (Y

ve
X)

srastyla A ve B ile gosterilirse, o zaman (¢ A (¥ A X)), (AAB)
olur, ama A ile B bu formiiliin bilegenleri degildir, ¢iinkii formiil
degildir.

Teoremin kaniti. Bir formiiliin ilk simgesi

e bir terim ise, formiil bir icermedir;

e — ise, formiil bir degillemedir;

e ( ise, formiil bir tiimel evetlemedir;

e ise, formiil bir 6rneklemedir.
Ayrica eger ¢, 1, x, ve m formiilleri igin (p A ) ve (x A )
ayni formiil ise, o zaman Lemma 1’den ¢ ve x ayni formiildiir,
dolayisiyla ¢ ve 7 ayni formiildiir. O

Bir degigkenin bir formiilde birka¢ tane gegisi (occurrence)
olabilir. Ornegin dx (z € y Az € z) formiiliinde = degigkeninin
li¢ tane gegisi vardir (ayrica y ve z'nin birer gegisi vardir).
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Teorem 3 sayesinde bir formiilde bir degiskenin bir geciginin
serbest (free) olmasina ézyineli bir tanim verebiliriz:

1. Bir icermede bir degiskenin her gegisi, serbesttir.
2. Bir degillemenin bilegeninde bir degiskenin serbest bir
gecisi, degillemenin kendisinde serbesttir.
3. Bir tlimel evetlemenin bir bileseninde bir degiskenin ser-
best bir gecisi, tiimel evetlemenin kendisinde serbesttir.
4. Bir dz ¢ o6rneklemesinde
e z’ten farkli olan bir degiskenin ¢’deki serbest bir
gecisi serbesttir;
e 2’in hig serbest gecisi yoktur.

Serbest olmayan bir gecis, baghdir (bound).

Bir formiilde bir degiskenin serbest gecisi varsa, bu degisken,
formiiliin bir serbest degigkenidir. Serbest degiskeni olmayan
bir formiil, bir ctimledir.

Simdilik ¢, tek serbest degigskeni x olan bir formiil; a, bir
kiime; ve y, bir degisken olsun. Eger z’in ¢’deki her serbest
gegiginin yerine a konulursa, o zaman gordiigiimiiz gibi ¢(a)
climesi elde edilir. Eger ¢’de y'nin bagh oldugu yerde z serbest
degilse, ve x’in ¢’deki her serbest gecisinin yerine y konulursa,
0 zaman

e(y)

formiilii elde edilir. Ornegin ¢, 3y y € x ise, o zaman y, ve-
rilen kogulu saglamaz, ama ¢(z), Jy y € z olur. Ayrica genel
durumda ¢’nin kendisi, ¢(z) olur.

Eger ¢’nin birden fazla serbest degiskeni varsa, o zaman
benzer ifadeler kullamlabilir (6rnegin Teorem 5’in kanitinda).
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3.3 Dogruluk ve yanhishk

Ozyineli bir tanima gore her ciimle ya dogrudur (true) ya da
yanligtir (false).

1. Bir a kiimesi bir b kiimesinin bir elemani ise, o zaman
a € b icermesi dogrudur; aksi durumda yanligtir.

2. Bilegeni dogru ise, o zaman bir degilleme yanlhstir; aksi
durumda dogrudur.

3. Bilegenlerinin her biri dogru ise, bir tiimel evetleme de
dogrudur; aksi durumda yanlgtir.

4. Bir ¢ formiiliiniin tek serbest degigskeni = olsun. Bir «a
kiimesi igin ¢(a) ciimlesi dogru ise, o zaman 3z ¢ Or-
neklemesi de dogrudur. Her a kiimesi i¢in ¢(a) climlesi
yanlis ise, o zaman Jx ¢ Orneklemesi de yanligtir.

3.4 Kisaltmalar

Baz1 formiiller kisalabilir.

3.4.1 Yeni baglayicilar ve bir niceleyici

Yeni iki-konumlu baglayicilar ile

o (A=) formiili, | (¢ V 9) | tikel evetlemesi (disjunc-

tion);

e (—p V) formiili, | (p = 1) | gerektirmesi (implication);

e ((p =) A (¢ = ) formiili, | (¢ < 1) | denkligi (equ-
ivalence)

olarak kisaca yazilir. Ayrica yeni bir niceleyici ile
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e —dx —p formiili, genellestirmesi (generalization)

olarak kisaca yazilir.

3.4.2 Fazla ayraclar

e Varsa, bir formiiliin en digtaki ayraglar1 yazilmayabilir.

e = ve & baglayicilarina gére A ve V baglayicilarina 6n-
celik verilebilir: érnegin ¢ A ¢ = y ifadesi, (p AY) = x
formiiliiniin anlamina gelir.

e v = 1 = y ifadesi, p = (¢ = x) formiiliiniin anlamina
gelir.

3.4.3 Yeni yiiklemler

Tek serbest degiskenli bir formiiliin tanimladigi sinif, formiiliin
yorumudur (interpretation). Bir simif, tek konumlu bir bagin-
tidir (singulary relation). Iki serbest degiskenli bir formiiliin
yorumu da vardir, ve bu yorum, iki-konumlu bir bagintidir
(binary relation). Ayrica x € y formiiliiniin yorumu, € yiikle-
minin kendisinin yorumu olarak sayilabilir. Bu yorum, eleman
olma (being an element) bagitisidir. Bagka formiillerin tanim-
ladigr bagmtilar i¢in yeni C, =, ¢, €, #, C, ve ¢ yiiklemini
kullanacagiz.
Bir Vo (z € t = € s) formiiliiniin yerine

tCs

kapsamasi (inclusion) yazilir. Eger a C b ise (yani ciimle dogru
ise), o zaman a, b'nin bir altkiimesidir (subset).
Bir t C s A s C t formiiliiniin yerine

t=s
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esitligi (equation) yazilir. Eger a = b ise, o zaman a, b'ye egit-
tir (equal). Simdi bildigimiz kadariyla esitlik, aynilik degildir.
Agagidaki teoreme gore esit olma, elemanlar: ayni olmadir.

Teorem 4. Her a ve her b kiimes: i¢cin
a=b&eVr(reas xeb).
Alistirma |. Teoremi kanitlayin.
Icermelerin, kapsamalarin, ve esitliklerin 6zel degillemeleri

vardir.
formiil degillemesi

tes té¢s
tCs tgs
t=s t#s

Bir t C s At # s formiiliiniin yerine

yazilir; tabii ki formiiliin degillemesi ¢t ¢ s. Eger a C b ise, o
zaman a, b'nin bir 6zaltkiimesidir (proper subset).

Yeni yiiklemlerimiz, baglayici gibi de kullanilabilir. Once si-
niflar icin, kisaltma olarak biiyiik siyah harfler kullanlsm. Or-
negin eger ¢, tek serbest degigskeni z olan bir formiil ise, o
zaman {z: ¢} smifi, A olsun. Bu durumda ¢ formiiliiniin ken-

disi i¢in
ifadesi bir kisaltmadir. Aynm1 zamanda tek serbest degiskeni

x olan bir ¢ formiili i¢in {z: ¢} smifi, B olsun. O zaman
Vx (¢ = 1) climlesinin yerine
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kapsamasi yazilabilir, ve A C B A B C A ciimlesinin yerine

esitligi yazilir.
Bir formiilde kiime olmayan bir sinif bir kiimenin yerini ala-
maz, ama 3z (r = A A ) formiliintin yerine

¥(A)

kisaltmasi yazilabilir.

3.4.4 Islemler

Verilen formiillerden yeni formiiller elde ederek yeni siniflar da
elde ederiz. Boylece smiflarda iki-konumlu, tek-konumlu, ve
sifir-konumlu (nullary) igslemler vardir, ve bunlarin bazisi igin
kisaltmalar vardir. Asagida A ve B, rastgele siniftir.

formiil tanimlanmig adi
sinif
re ANz eB ANB A ve B’nin kesigimi
reAVzreB AUB A ve B’nin birlegimi
re€e ANz ¢ B A\ B A’'nmm B’den fark
rCA P(A) A’nin kuvvet simfi
Vylye A= x €vy) NA A’nin kesigimi
Jy(ye ANz €y) UA A’nin birlegimi
rT=x A% evren sinifi
rF#x 1%} bog smif

Dikkat edin: A C B, bir climledir, ama A N B, bir siiftir;
aslinda
ANB={z:zx€ ANz € B}.
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Tek serbest degigkeni x olan bir ¢ formiilii i¢cin x € A A @
formiilii

{z € A: p}

sinifin1 tanimlar.

Verilen kiimelerden yeni simflar da elde edebiliriz. Asagida a
ve b, rastgele kiimedir. Buradaki yeni siniflar, baz1 aksiyomlar
ile kiime de olacak, ama simdilik sinif olarak sayilmali.

formiil tanimlanmig sinif ad1
reaVr=a a’ a’nin ardih

r=a {a} a’nin birlisi
r=aVr=>b {a,b} a ve b'nin ikilisi

3.5 Esitlik

Dedigimiz gibi Teorem 4’e gore esit kiimelerin elemanlar: ayni-
dir. Esit kiimelerin ayni kiimelerin elemani oldugunu simdilik
gosteremiyoruz, ama bunu varsayarak esit kiimelerin ayni si-
niflarin eleman1 oldugunu asagidaki gibi gosterebiliriz.

AksivyoMm 1 (Esitlik). Egit kiimeler ayni kiimelerin elemana-
dar:
VeVyVz(x=yAx €z=y¢E z).

Teorem 5. Fsit kiimeler ayniy siniflarin elemanidir: her A sinafi
1¢cin

VeVy(x=yANx e A=yc A).
Kanat. a = b ve x bir degigsken olsun. Eger bir ¢ formiiliinde,
x’ten farkl olan her y degigkeni i¢in, y'nin serbest geciglerinin

yerine bir sabit konulursa, elde edilen formiil, tek serbest de-
gigkeni x olan bir ¢* formiilii olarak sayilabilir. Lemma 1’deki
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gibi tiimevarim kullanarak her ¢ formiilii i¢in, bunden elde
edilen her ¢* i¢in

" (a) = ¢*(b)

gosterecegiz. Birincisi harig, durumlar saf mantiktan dogrudur.

1. Eger bir ¢ kiimesi i¢in ¢*

a) ¢ € x ise, Teorem 4’ten iddia dogrudur;

b) x € c ise, Esitlik Aksiyomu’'ndan iddia dogrudur;

c) = € x ise, Teorem 4 ve Esitlik Aksiyomu’ndan iddia dog-
rudur, ¢iinkii @ € a hipotezi altinda Teorem 4'ten a € b
olur, dolayisiyla Esitlik Aksiyomu’'ndan b € b.

2. Eger ¢'nin bir ¢ formiilii oldugu durumda iddia dogru

ise, 0 zaman ’nin -1 oldugu durumda iddia dogrudur.

3. Bengzer gekilde eger ¢’nin bir ¢ veya bir y formiilii oldugu
durumda iddia dogru ise, ¢'nin (1) A x) oldugu durumda iddia
dogrudur.

4. Son adimda da ¢’nin bir ¢ formiilii oldugu durumda iddia
dogru olsun. Iki durum vardir.

a) (Jz ¥)* bir ciimle oldugundan {x: (Jz ¢)*} smifi ya bos
ya da evren sinifidir. Bu durumda ¢’nin bir dz ¢ formiili
oldugu durumda iddia dogrudur.

b) Simdi y, x’ten farkli bir degisken olsun, ve (y 1)*(a)
dogru olsun. Burada (Jy ¢)* formiiliindan bir ¢* formii-
liinii elde etmek i¢in

e Jy Oneki cikaririz,
e kalan formiilde bir ¢ sabiti i¢in y’nin her serbest ge-
¢iginin yerine ¢’yi koyariz.
Hipotezden bir ¢ i¢in ¢¥*(a) dogrudur, dolayisiyla ¢*(b)
dogrudur, ve sonug olarak (Jy ¢)*(b) de dogrudur. O]

Simdi esitlik, aynilik olarak sayilabilir.
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3.5.1 Sonuclar

Teorem 6.

Ne=V, U =2,

ve ayrica her A sinifi icin
Vi <xeA:ﬂAgngA>,

ve ayrica her B sinifi i¢in

AcB=(\Bc()AarlJAac|JB

Alistirma 1l. Teoremi kanitlayin.
AKsiYoM 2 (Ayirma). Her kiimenin her altsinafi bir kiimedir.
Simdi her {z € a: ¢} smfi, bir kiimedir.

Teorem 7. V bir kime degildir, ama A bos degilse (A bir
ktiimedar.

Alistirma 1ll. Teoremi kanitlayin.

Su anda bir kiimenin var olup olmadigini bilmiyoruz!

3.5.2 Sayilar

AKksivyoM 3 (Bos Kiime). @ sunufs bir kiimedir.
Bos kiime 0 olarak da yazilir.

AKSiYOM 4 (Bitigtirme). Her a ve her b kiimesi i¢in a U {b}
sinafr bir kiimedir.
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Ozel olarak her kiimenin ardili da bir kiimedir. Tanima gore
1 =10 = {0}, 2=1={0,1}
olsun. Benzer gekilde
3=2"={0,1,2}

olsun. Ashnda {a, b, ¢} ifadesini tamimlamadik, ama tanmmla-
mas1 kolaydir:

{a,b,c} ={z:z=aVe=bVae=c}
olsun. Aymni gekilde
4=3=4{0,1,2,3}={z:2=0Ve=1Ve=2Vz =3}

olsun. Bunun gibi tanimlara devam edilebilir. Bu gekilde elde
edilen kiimeler, dogal sayilardir. Simdilik dogal sayilar, sadece
bir toplama veya koleksiyon (collection) olugturur. Toplama-
lar i¢in resmi bir tanimimiz yoktur, ama her kiimenin bir simif
olmasi gibi her simif bir toplamadir. Ayrica toplamalar igin
Teorem 2'nin benzeri vardir. Agsagidadir ama onu kullanmaya-
cagiz.

Teorem 8 (Tarski). Swnaf olmayan bir toplama vardr.

Kanit. Her ¢ formiilii igin bir "¢ ' kiimesini tanimlayabiliriz.
Bu kiimeye ¢’'nin Gddel kiimesi denebilir. Godel kiimelerini
tanimlamak i¢in, 6nce her simgeye bir Godel kiimesini veririz.
Sirali ikililerin agagidaki (3.1) tanimini kullanarak her a sabiti
i¢in "a™ kiimesi (0, a) olsun. Diger simgelerin Godel kiimeleri,

(D lelzlyle]...
13]4]5]6]7]8]...
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tablosundaki gibi tanimlansin. Sirali ikililer dogal say1 olma-
digindan farkli simgelerin Goédel kiimeleri de farkhidir. Simdi
her ¢ formiilii, girdileri s; simgeleri olan bir sgs; - - - s, listesi
oldugundan "¢,

{(0,7s07), (1,717, ..., (n,"s, ")}

kiimesi olarak tanimlanabilir. O zaman 6yle toplama vardir ki
elemanlari, tek serbest degiskenli formiillerin G6édel kiimeleri-
dir, ve ayrica "¢ ' toplamadadir ancak ve ancak —¢ formiiliinii
saglar. Simdi tek serbest degigskeni x olan her ¢ formiilii i¢in
agagidaki kogullar denktir.

1. T yukaridaki toplamadadir.

2. T {x: ¢} simfta degildir.
Oyleyse verilen toplama, her siiftan farklidir. O

Dogal sayilar toplamasini, sinif olarak tanimlamak icin ¢a-
lismak zorundayiz.

3.6 Bagintilar

Bitigtirme Aksiyomu sayesinde her {a} smifi, @U{a} kiimesi-
dir. O zaman {a,b} simfi, {a} U {b} kiimesidir. Tanima gore

(a,b) = {{a}, {a,0}} (3-1)

olsun. Burada (a,b) de bir kiimedir. Bu kiime, a ve b'nin siral
ikilisidir (ordered pair). Aslhinda bir ikilidir, ama a ve b'nin
{a, b} ikilisi degildir.

Teorem 9. Vz Vy Vz Vu ((z,y) = (z,w) &z =2 Ay =w).

Alistirma IV. Teoremi kanitlayin.

34 3 Mantik



Simdi serbest degigkenleri x ve y olan bir ¢ formiiliiniin yo-
rumdu,

{z: 323y (z = (z,y) Np) }
simif1 olarak tanmimlanabilir. Bu simif

{(z,9): v}

olarak yazilabilir. Dedigimiz gibi bu siif, iki-konumlu bir ba-
gmtidir. Eger bu bagintiy1 R olarak yazarsak, o zaman ¢(a, b)
climlesinin yerine

aRDb

ifadesini yazabiliriz. Bu sekilde R ifadesi, € ve C gibi bir yiik-
lem olur. Eger
-drz Rz

ise, o zaman R, yansimasizdir. Eger
VeVyVz (e RyAyRz= 2z R 2)

ise, o zaman R, gegiglidir. Hem yansimasiz, hem de gegisli bir
bagint1, bir siralamadir. Ornegin C 6zaltkiime olma bagintisi
bir siralamadir.

Alistirma V. € eleman olma bagintisinin bir siralama olmadigini
gosterin.

Eger R bir siralamadir ve ayrica
VeVy(t#y=2x RyVyRx)
ise, o zaman R, dogrusal bir siralamadir.

Alistirma V1. C 6zaltkiime olma siralamasinin dogrusal olmadigini
gosterin.
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Eger R bir siralama ve a R b ise, o zaman R’ye gore
e a, b’den biiytiktiir
e b, a’dan kiigiiktiir.
Eger rastgele bir R bagimtisi ve bir A smfi i¢in {(z,y): = €
ANy € ANz Ry} bagmtisi bir siralama ise, o zaman R'nin
kendisi, A’y1siralar. Ornegin C ve €, dogal sayilar ayni sekilde
siralayacak.

Eger R, A’y siralar ve ayrica R’'ye gore A’'nin her altkii-
mesinin en kii¢iik eleman1 varsa, o zaman R, A’y1 iyisiralar.
Ornegin C ve €, dogal sayilar1 ayni sekilde iyisiralayacak. Ge-
nelde eger B, iyisiralanmig bir sinifin bog olmayan bir altkii-
mesi ise, o zaman B’nin en kii¢iik elemani

min(B)

ile gosteriliyor.
Iki-konumlu bir R bagintisin1 tanimlayan formiil,

r Ry
olsun. Bir D smifi i¢in, eger
VeVyVz (r e DAz RyANz Rz=y=2)

ise, o zaman D’de R bir gondermeyi tanimlar. Eger bu gon-
dermeye F' denirse, o zaman D, F’nin tanim smifidir, ve
x € D Az Ry formiiliiniin yerine

F(z)=y
yazilabilir; ayrica F'nin yerine

z— F(z)
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yazilabilir. Ornegin V’de = — 2’ goéndermesi vardir. Genel
durumda eger ayrica bir E sinifi i¢in

VeVy (F(x) =y=y € E)

ise, bu ciimle
F:D— FE

olarak yazilabilir. Sayfa 35’teki gibi
dr Jy (z = (z,y) A F(x) :y)
formiiliiniin tanimladigi siif
{(z,9): F(z) =y}
olarak yazilabilir. Bu simif, F'nin kendisi olarak anlagilabilir.

AksivyoMm 5 (Yerlestirme). Her F gondermesi i¢in, F 'nin
tanym simafinin her a altkiimesi i¢in

{y: 3z (F(z) =y Az € a)}
swnafr bir kimedir.
Aksiyomda verilen kiime
{F(x): z € a}, Fla

ifadelerinin biri ile gosterilebilir. Eger F'nin tanim sinifi za-
ten bir kiime ise, o zaman Yerlestirme Aksiyomu’'ndan F'nin
kendisi de bir kiimedir.
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4 Dogal sayilar

4.1 Tumevarim

Bir A smifi i¢in, eger
1) 0 € A,
2) Vx (r € A=2a' € A)

ise, A’ya tiimevarmmli densin. Ornegin V tiimevarimhdir.
AKSiYOM 6 (Sonsuzluk). Timevariml bir kiime vardr.

Tanima gore w, tiimevarimli kiimelerin olugturdugu sinifin
kesigimi olsun. Boylece

w=[{X:0e XAV (ye X =y €X)}

olur. Sonsuzluk Aksiyomu ve Teorem 7 sayesinde w bir kiime-
dir. Aksiyom yanlg olsaydi, Teorem 6 sayesinde w, V olurdu.
Sayfa 49’da Sonsuzluk Aksiyomu'nu kullanmadan w, V olma-
yan bir smif olarak tanimlayabilecegiz, ve bu durumda Son-
suzluk Aksiyomu, “w bir kiimedir” seklinde verilebilir.
Simdi
N=w~ {0}

olsun. Ayirma Aksiyomu sayesinde w gibi N de bir kiimedir.
Birincisi dogal sayilar1 icerir; ikincisi, sayma sayilarini.

e k., [, m, ve n, sabit dogal sayilar gosterecektir;

e | ve j, dogal say1 degigkenidirler.
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Teorem 10 (Tiimevarim).
1. w timevarimbidar.
2. w’mn hi¢ timevarimly ozaltkimesi yoktur.

Kamit. 1. w tiimevarimhdir ¢linki
a) her tiimevarimh kiime 0’1 igerir, dolayisiyla 0 € w;
b) eger k € w ise, o zaman her A tiimevarimh kiimesi k’yi
icerir, dolayisiyla k' € A; sonug olarak k' € w.
2. Eger A tiimevarimli ise, o zaman Teorem 6 sayesinde w C
A. Eger ayrica A C w ise, 0o zaman A = w. O

Sonraki teorem, tiimevarimin en basit agikar olmayan uygu-
lamadir.

Teorem 11. Her dogal sayr ya 0’dwr ya da dogal bir sayinin
ardiladar.

Alistirma VII. Teoremi kanitlayin.
Teorem 12. Her dogal sayinin her elemans, dogal saydar.
Alistirma VIII. Teoremi kanitlayin.

Teorem 13. w ’da
ken=kCn.

Kanat. n iizerine tiimevarim kullanacagiz.

1. 0’ hi¢ elemani olmadigindan 0'in her elemani bir 6zalt-
kiimedir.

2. Bir m dogal sayisi i¢in tiimevarim hipotezi olarak m’nin
her elemani m’nin bir 6zaltkiimesi olsun. Bu durumda m ¢ m
oldugundan m ¢ m, dolayisiyla

m Cm'. (4.1)
Simdi k£ € m/ olsun. O zaman

kemVk=m.
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a) Eger k € m ise hipotezden k C m.

b) Eger k = m ise k C m.
Her durumda (4.1) sayesinde & C m’. Boylece tiimevarim ta-
mamlanmigtir. O

Teorem 14. Ardillar, ayni olan dogal sayilar da aymidir: w’da
F=n=k=n.
Alistirma IX. Teoremi kanitlayin.

Peano Aksiyomlari, agsagidaki ii¢ sonuctur:

1. 0, hi¢ dogal saymnin ardili olmaz.

2. Teorem 14.

3. Teorem 10.

Sadece bunlar1 kullanarak dogal sayilarin siralanmasini, topla-
masini, ve ¢arpmasini ve bunlarin 6zelliklerini elde edebiliriz.
Biz ayni1 seyi, dogal sayilarin kiime 6zelliklerini kullanarak ya-
piyoruz, ¢iinkii daha kolaydir.

Temel sayilar kurami, dogal sayilarin kime olugturdugunu
kullanmaz. Sinif olarak w’y1 elde etmek i¢in Sonsuzluk Ak-
siyomu’'nun yukaridaki bigimi ile w’'nin kiime oldugunu var-
saydik. Gergel analizde w bir kiimedir, ¢iinkii (6rnegin) R’nin
[0, 1] araliginda her a eleman i¢in, w’nin dyle bir A altkiimesi

vardir ki )
a= Z 9i+1

1€A

olur, ve w’'nin her altkiimesi bu sekilde elde edilebilir.

Teorem 15. Eger n € w 1ise, o zaman her k dogal sayist i¢in
kCn=ken.

Kanat. Timevarim kullanacagiz.

40 4 Dogal sayilar



1. Her k dogal sayis1 i¢in k£ ¢ 0, dolayisiyla
EcO=FEke.

2. Bir m dogal sayisi i¢in tiimevarim hipotezi olarak her &
dogal sayis1 i¢in
EkCm&kem

olsun. Eger £ C m’ ise, o zaman k C m veya m € k. Son
durum olmaz ¢iinkii m € k ise, Teorem 13’ten

mC kCm,

ki bu imkénsizdir. Sonug olarak k C m.

e Eger kK = m ise, o zaman k € m’.

e Eger k C m ise, o zaman k € m, dolaysiyla k € m/.
Tiimevarim tamamdir. O

Sonug olarak w’da € ve C, ayn1 bagmtidir. Ozel olarak w’da
€ bagintisi bir siralamadir. Normalde bu siralama, < yiiklemi
ile gosteriliyor. Simdilik bu yiiklemi kullanmayalim, ¢linkii do-
gal sayilarin kiime oldugunu hala kullaniyoruz.

Teorem 16. w 'da C, dogrusal bir siralamadar: tim k ve n dogal
sayilary i¢in
kCnVnCk.

Kanat. Timevarim kullanacagiz.
1. Her k igin 0 C k (gilinkii 0 bostur), dolayisiyla

ECOVO0CEk.
2. w’da bir m i¢in, her £ igin,

kCmvVmcCk

4.1 Ttlimevarim 41



olsun, ama bir & i¢in k£ € m' olsun. O zaman

k#m', (4.2)
k Q m

olur. Ikinci sonuc ve hipotez sayesinde, m C k olur. Ayrica
Teorem 15'ten m € k, dolayisiyla

m Ck
olur. Simdi (4.2) sayesinde m’ C k olur. O

Teorem 17. €, her dogal say wyisiralar; aslinda her dogal say-
nin bos olmayan her altkimesinin kesisimi, verilen altkimenin
en kicik elemanadar.

Kanat. Timevarim kullanacagiz.

1. 0'm bos olmayan hi¢ altkiimesi olmadigindan iddia 0 i¢in
agikar bir sekilde dogrudur.

2. Bir m i¢in iddia dogru olsun, ve

0cACm

olsun. Iki durum vardir.

a) Eger A = {m} ise, o zaman m, agikar bir gekilde A’nin
diger elemanlarinin elemanidir, ¢iinkii bagka eleman yok-
tur.

b) Diger durumda A~ {m} bog degildir, dolayisiyla hipoteze
gore (A ~ {m}) kesisimi, A \ {m} farkinin en kii¢iik
elemanidir. Ayrica

A~ {m} Cm,

dolayisiyla m’den kiigiik oldugmdan (A ~ {m}), A'nin
en kiiclik elemanidir. O
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Teorem 18. w, € tarafindan iyisiralanmastur.
Alistirma X. Teoremi kanitlayin.

Alistirma X1 (Guigli Timevarim). A, w'nin dyle altkiimesi olsun
ki

e her n dogal sayisi icin
nCA=ncA

olsun. (Kisaca A, kapsadigi her dogal sayiyi igersin.)

A'nin w oldugunu kanitlayin. ipucu: Once A'nin her dogal sayiyi
kapsadigini kanitlayin.

4.2 Ozyineleme

Dogal sayilarda k', k + 1 olarak da yazilabilir.

Teorem 19 (Ozyineleme). Baz b, A, ve f icin

1) be A,

2) frA—= A
olsun. O zaman w’dan A’ya giden bir ve tek bir g géndermesi
wein, Sekil 1°deki gibi

1) g(0) = b,

2) her k dogal saysi i¢in g(k+ 1) = f(g(k))

Kanat. Istedigimiz 6zellikleri olan bir génderme varsa, o zaman
timevarimdan tek bir 6rnek vardir.

Simdi elemanlar1 génderme olan bir ¢ kiimesini tanimlaya-
cagiz. € 'nin her h elemani igin,

1) h’nin tamim kiimesi w’nin bir altkiimesidir, ve

2) herhangi ¢ dogal sayist i¢in, A(¢) tanimlanirsa, o zaman
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{O} C w r—r+1 w
g g g
p}———A———A4

Sekil 1: Ozyineleme

a) ya £ =0 ve h({) = b,
b) ya da bir k dogal sayisi igin £ = k + 1, h(k) tamm-
lanir, ve

h(t) = f(h(k)).

Istedigimiz gibi ¢ gondermesi varsa ¢ nin elemanidir. Her k
dogal sayist igin, A'nin bir ve tek bir d elemani igin, % nin
bir h eleman igin h(k) = d gosterecegiz. Bu sekilde g(k) = d
tanimlanabilir.

Yukaridaki 6zelligi olan k& dogal sayilari, E kiimesini olusg-
tursun. Tanim kiimesi {0} olan bir h géndermesi i¢in h(0) = b.
O zaman h € €. Ayrica %'nin herhangi h eleman: igin h(0)
tammlanirsa, o zaman h(0) = b olmahdir, ¢iinki hi¢ k£ dogal
sayist i¢in k + 1 = 0 degildir. Bu sekilde 0 € E.

Simdi k € E olsun. O zaman A’nin bir ve tek bir d elemani
i¢in, ¢’nin bir h elemani i¢in h(k) = d.

1. Eger h(k+1) tanimlanirsa, o zaman % 'nin tanimina gore
h(k+1) = f(d), ¢iinkii k + 1 # 0, ve ayrica herhangi ¢
dogal sayisi i¢in eger £ + 1 =k + 1 ise, o zaman ¢ = k.

2. Eger h(k + 1) tanimlanmazsa, o zaman yeni bir h* gon-
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dermesi icin

b (2) h(x), eger h(x) tammlanirsa,
€T) =
f(d), egerz==Fk+1 ise.
O zaman h* € € ve h*(k+ 1) = f(d).
Bu sekilde, her durumda, % nin bir h eleman: igin h(k + 1) =
7(d).

Mimkiimse d* € A, d* # f(d) olsun, ama % nin bir h ele-
mani i¢in h(k + 1) = d* olsun. O zaman k + 1 # 0 oldugun-
dan bir ¢ dogal sayist igin ¢ + 1 = k + 1, h(¢) tamimlanir, ve
d* = f(h(¢)). Ama bu durumda ¢ = k, dolayisiyla h(¢) = d ve
d* = f(d).

Sonug olarak £+ 1 € E.

Timevarim ile /' = w. O

Ozyineleme yontemiyle w’da toplama ve carpma islemlerini
tanimlayabiliriz:

k+(n+1)=(k+n)+1, k-1=k, k-(n+1)=kn+k.

Simdi tiimevarim ve kalan Peano Aksiyomlar ile toplamanin
ve carpmanin Ozelliklerini kanitlayabiliriz; ayrica w’nin sira-
lamasini tanimlayip 6zelliklerini kanitlayabiliriz. Ondan sonra
N, Z, Q ve R yapilari elde edebiliriz.

Dogal sayilar, sonlu ordinaller olacak; w, en kii¢iik sonsuz
ordinal olacak.

4.2 Ozyineleme 45



5 Ordinal Sayilar

5.1 Ordinaller

Sayfa 35’te gecisli iki-konumlu bagintilar: tanimladik. Simiflar
tek-konumlu bagmtilardir, ve bunlarin biri de gegisli olabilir,
eger sinifin her elemani, sinifin bir altkiimesi ise. O halde gegisli
siniflar; 6yle A simiflar ki

ceEbANbeA=cec A

olur. Ornegin
e Teorem 12’ye gore w gegislidir;
e Teorem 13’e gére w’'nin her elemani da gegiglidir.
Tanima gore
1) gegisli olan
2) € tarafindan iyisiralanmig olan
bir kiime bir ordinal sayidir.
e Teorem 17 sayesinde w’nin her elemani bir ordinaldir;
e Teorem 18 sayesinde w bir ordinaldir.

Alistirma XII. Bulun
(a) € bagintisinin gegisli oldugu, gegisli olmayan bir kiime;
(b) € bagintisinin gecisli olmadig, gegisli olan bir kiime.

Ordinaller
ON
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sinifin1 olugtursun. Kii¢lik Yunan harfleri her zaman ON’nin
elemanlarim gosterecektir. Ozel olarak

e «, 3, v gibi harfler sabit ordinaller gosterecektir;

e £, 1, ve (, ordinal degiskenidirler.
Ornegin

{&: ()} = {z: 2 € ON A ()}

Teorem 20. Her ordinalin her elemany bir ordinaldir, dolay-
swla ON gegislidir.

Kamit. « € ON ve b € a olsun. O zaman b C «, dolayisiyla «
gibi b, € tarafindan iyisiralanmigtir.

Simdi ¢ € b olsun. O zaman ¢ € «, dolaywsiyla ¢ C a.
Ozel olarak d € ¢ ise d € a. Bu durumda d, ¢, ve b, a’'nn
elemanidirlar; ayrica d € ¢ ve ¢ € b, dolayisiyla d € b ciinkii
o’da € gegiglidir. Sonug olarak ¢ C b. O halde b gegislidir.

Boylece rastgele bir ordinalin rastgele elemani, hem gecisli-

dir, hem de € tarafindan iyisiralanmigtir, dolayisiyla ordinal-
dir. O

Lemma 2. ON, € tarafindan siralanmastir.

Kamit. a« € ON olsun. O zaman o’da € bagintisi yansimasiz
oldugundan « ¢ « olur, ¢linkii @ € « ise a’nin bir 5 elemani
icin f € f.

Eger 5 € a ve v € B ise, a gecisli oldugundan v € a. O

Lemma 3. ON de € ve C swralamalary aynidar.

Kanat. Kanitin iki pargasi vardir.

1. ‘a eEB=>acC ,6':‘ a € [ olsun. 8 gecisli oldugundan
a C (. f'da € yansimasiz oldugundan a # (. Bu sekilde
a C f.
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2. ‘a CB=>ac ﬁ:‘& C [ olsun. O zaman [ ~\ « kiimesi
bos degildir. v = min(f \ «) olsun. O zaman v € (. Biz
~ = o] kanitlayacagiz. Bu kanmitin iki parcasi vardir.

a) |vy Ca:|d € v olsun. O zaman f gegisli oldugundan
d € 5. Ayrica § ¢ B\ a, ¢iinkii § € min(S \ «). O halde
0 € a. Boylece v C a.

b) 0 € a olsun. O zaman ¢ € [, ¢iinkii o C f3,
dolayisiyla § ¢ S~ a. Ama § € v, § =, veya 7y € 0; ve
son iki imkan olmaz. Zira v € f ~ « oldugundan § # ~;
ve v ¢ a oldugundan v ¢ 4, ¢iinkii § € a. Bu sekilde
a C . 0

Teorem 21. Her ordinalde € ve C swralamalary aynidar.
Alistirma XIIl. Teoremi kanitlayin.

Simdi ON’nin ve her elemaninin € veya C siralamasini, <
yiiklemi ile yazalim.

Lemma 4. ON 'nin < siralamast dogrusaldar.

Kanit. o £ B olsun. gOsterecegiz.

Varsayimdan o Z 3, dolaywsiyla a\ 5 # &. v = min(a \ )

olsun. O zaman v € «, yani v < a. gosterecegiz.

0 € v olsun. O zaman § < min(a\ ), ama J € «,
dolayisiyla 6 € S.

76&\Boldugundan’y¢ﬁ, yani v ¢ . O

Teorem 22. ON nin < dogrusal siralamas: bir 1yisiralamadar.
Ayrica ON nin bos olmayan her altsmifinin en kicik elemans
vardar.

Kanit. A C ON ve o € A olsun.
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e aNA=yise a=min(A).
e aNA# @ ise min(aN A) =min(A). O

Teorem 23 (Burali-Forti Paradoksu). ON kime degildir.

Kamit. Simdi Teorem 20 ve 22’den ON hem gegigli hem €
tarafindan iyisiralanmigtir. Tanima gére ON'nin elemanlari-
nin ayni 6zellikleri vardir. Ama ON € tarafindan siralanmig
oldugundan kendinin elemani olamaz. Bu sekilde ON kiime
olamaz. O

Teorem 24.
1. @ € ON.
2. a € ON ise o € ON wve ayrica her 3 ordinali i¢in

f<ava <B.
Alistirma XIV. Teoremi kanitlayin.

Tanima gore ne 0 ne bir ardil olan bir ordinal bir limittir. O
zaman w bir limittir ve (Teorem 11 sayesinde) en kiigiik limit-
tir. Sonsuzluk Aksiyomu’nu kullanmadan w, ne limit olan ne
limit igeren ordinallerin olugturdugu sinif olarak tanimlanabi-
lir. Simdi sayfa 38’de dedigimiz gibi Sonsuzluk Aksiyomu, “w
bir kiimedir” seklinde verilebilir.

Teorem 25. Sifir olmayan bir o ordinalinin limit olmast i¢in
gerek ve yeter kosul,

B<a=f <a.
Alistirma XV. Teoremi kanitlayin.

AKSiYOM 7 (Bilesim). Her kiimenin bilesimi bir kiimedir.
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Varsa, dogrusal siralanmis bir sinifin bir A altkiimesinin en
kiiciik tistsinir;, A'nin supremumudur ve

sup A
olarak yazilir.

Teorem 26. ON nin her altkiimesinin supremumu vardyr. As-
linda B C ON ise

sup B = U B.
Alistirma XVI. Teoremi kanitlayin.

Simdi Burali-Forti Paradoksunun (yani Teorem 23(in)
bagka bir kanit1 vardir. Her ordinalin daha biiyiigii oldugundan
ON’nin en biiyiik elemani yoktur, dolayisiyla ON’nin ON’de
olan tistsinir1 yoktur. ON'nin her altkiimesinin tistsinir1 oldu-
gundan ON'nin kendisi kiime olamaz.

5.2 Timevarim ve Ozyineleme

Teorem 27 (Ordinal Tiimevarim). A C ON olsun. Eger
1) 0€ A,
2) Her [ i¢in
BeA=p3cA,

3) her ~y limiti i¢in
YyCA=7€A (5.1)
ise, o zaman A = ON.

Kanat. Verilen kogullar altinda ON ~ A farkimin en kiigiik
elemani olamaz. Zira miimkiimse o = min(ON ~\ A) olsun.
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1. a =01ise a € A.

2. a = f# ise f < a oldugundan 5 € A, ama bu durumda
B € A, yani a € A.

3. Varsayimimiza gore § < « ise § € A. Bu sgekilde a C A.
Eger ayrica « bir limit ise, o zaman (5.1) sayesinde a da A'nin
elemani olmalidir.

Bu sekilde her ordinal ya 0, ya bir ardil, ya da bir limit
oldugundan o € A, ama a = min(ON \ A) varsayimina
gore a ¢ A. Oyleyse varsayim imkansizdir. ON'nin her bos
olmayan altkiimesinin en kiigiik eleman1 var oldugundan ON ~
A = g, dolayisiyla A = ON. O

Ordinal tiimevarim ile Teorem 28’i, Teorem 30’u, Teorem
34’1, ve daha sonraki teoremler kanitlayacagiz. Ordinal tiime-
varim kullanilan bir kanitin ti¢ adim1 vardir:
1) sifir adimi,
2) ardil adimi, ve
3) limit adim.
Ayrica kanitta iki tiimevarim hipotezi vardir. Ordinal Tiime-
varim Teoremini yazarken kullandigimiz harflerde,

e ardil adiminin hipotezi, 5 € A;

e limit adimimin hipotezi, v C A, yani

VE(E<y=E€ A).

Teorem 28 (Ordinal Ozyineleme). Varsayimlarimaz,
1) 0 € ON,
2) F: ON — ON.
O zaman bir ve tek bir H ordinal islemi i¢in
1) H(0) =40,
2) her 3 ordinali i¢in H(8') = F(H(p)),
3) her ~y limiti i¢in H () = sup{H (§): £ < ~}.

5.2 Tiimevarim ve Ozyineleme 51



Kanat. Her « igin, tanim kiimesi {£: £ < a} olan bir ve tek
bir h, géndermesi i¢in,

1) ha(0) =0,

2) B <aise ho(f) = F(ha(ﬁ))a

3) v < « ve limit ise ho(y) = sup{ha(&): & <~}
Bunu kanitlamak i¢in, ordinal tiimevarim kullanacagiz.

1. hg, ho(0) = 0 ile tanimlanabilir ve tanimlanmalidir. Yani
a = 0 durumunda iddia dogrudur.

2. Eger a = § durumunda iddia dogru ise hg,

i (€) = hs(§), ¢ < 0 durumunda,
S F(hs(6)), &=4¢ durumunda

kurali tarafindan tamimlanabilir. Ayrica hs bu sekilde tanim-
lanmalidir, ¢linkii hipoteze gore

hy [{&: &£ <0} =hs

olmalidir. Bundan dolay1 o = ¢’ durumunda iddia dogrudur.

3. Benzer gekilde bir § i¢in a@ < § durumlarinda iddia dogru
ise, 0 zaman a < < 0 durumlarinda h,(a) = hg(a). Eger
ayrica 0 bir limit ise, o zaman hsg,

hs(€) = {h§(§)> ¢ < ¢ durumunda,

sup{he(§): € <0}, & =6 durumunda

kural tarafindan tanimlanabilir ve tanimlanmalidir, ve bu se-
kilde @ = ¢ durumunda iddia dogrudur.

Ordinal tiimevarimimiz bitti. Simdi H(§) = he(§) tammla-
nabilir ve tanimlanmalidir. O

Boliimler 6, 7, ve 8’de ordinal 6zyinelemeyle ordinal top-
lama, carpma, ve kuvvet alma iglemlerini tanimlayacagiz.
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5.3 Normal islemler

Simdi F', herhangi ordinal iglem olsun. Ordinal aksiyomarina
gore {F(&): £ < a} smifi her zaman bir kiimedir, dolayisiyla
Teorem 26’ya gore supremumu vardir. Bu supremum,

sup F'(§)

(<a
seklinde yazilabilir.

Teorem 29. Her v ordinali i¢in

0, «a=0 durumunda,

supé =< B, «a=p" durumunda,

fea a, a’mn limit oldugu durumda.

Alistirma XVII. Teoremi kanitlayin.

Alistirma XVIII. {£': £ < a} kimesinin supremumunu hesapla-
yin.

Eger
a<f=Fla) < F(J)

ise, o zaman F' artandir. Eger
a < 8= F(a) < F(§) (52)

ise, o zaman F' kesin artandir. Eger
1) F kesin artan ve
2) her « limiti igin

F(a) = sup F(¢) (5-3)

{<a
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ise, o zaman F'ye normal densin.

Alistirma XIX. £ — £ isleminin kesin artan olup normal olmadi-
gini gosterin.

Alistirma XX. Normal olan bir islem 6rnegi verin.

Sonraki teoremin ilk kullanimi, Teorem 35’in kanitinda ola-
caktir.

Teorem 30. F': ON — ON olsun. Eger
1) her a i¢in F(a) < F (') ve
2) her o limiti igin (5.3) dogru

1se, o zaman F normaldir.

Kanat. F’nin kesin artan oldugunu gostermek yeter. (5.2) ge-
rektirmesini 3 tizerinden tiimevarim kullanarak kanitlayacagiz.
1. B = 0 ise, (5.2) iddiast dogrudur, ¢iinkii hi¢hir zaman
a < 0 degildir.
2. =~ durumda (5.2) iddia dogru olsun. Eger o < v/ ise,
o zaman «a < 7, dolaysiyla

F(a) < F(y [timevarim hipotezi]
< F(¢). [varsayim)]

3. v limit ve o < 7y ise, 0 zaman o < o’ < 7, dolayisiyla

F(a) < F(d) [varsayim)]
< sup F(§) [supremumun tanimi]
€<y
= F(7). [varsayim)|
(Bu adimda bir tiimevarim hipotezi kullanilmiyor.) 0
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Sonraki teoremin ilk kullanimi, Teorem 36nin kanitinda ola-
caktir.

Teorem 31. F': ON — ON wve normal olsun. O zaman
ON ’'nin bos olmayan her A altkiimesi i¢in

F(sup(A)) = ?QEF(@' (5.4)

Kanat. A kiimesinin supremumu « olsun. F' kesin artan oldu-
gundan § € A ise F(5) < F(«). Bundan dolay1, eger o € A
ise, o zaman

sup F(§) = F(a),
£eA

yani (5.4) dogrudur. Simdi « ¢ A olsun. O zaman « ardil ola-
maz. A bog olmadigindan a = 0 olamaz, dolayisiyla o limittir.
Bu durumda F' normal oldugundan

F(a) = sup F(§). (5-5)
Ayrica
sup F'(§) <sup F(§), (5-6)
EeA E<a

giinkii A C {£: € < a}. Eger f < « ise, A'nin bir 7 elemani
igin # < v < a, dolaysiyla F(8) < F(v) < supgeq F(§). Bu
sekilde

sup F (&) < sup F(§). (5-7)
E<a EeA

Sonug olarak (5.5), (5.6), ve (5.7) beraber (5.4) esitligini tekrar
gerektirir. O
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5.4 Sireklilik

Normallik kavraminin yerine gercel analizden gelen siireklilik
kavramini kullanabiliriz. Ordinallerde, kesin artan bir iglemin
normal olmasi i¢in gerek ve yeter bir kogul, islemin siirekli
olmasidir. Bu sonugu kurmak, bu altboliimiin igidir.

Tekrar F': ON — ON olsun. Varsa, F'nin bir a noktasin-
daki siirekliligi gercel analizdeki gibi tanimlanir. Oyleyse eger

g0 < F(a) < e
kogulunu saglayan her ¢y ve £; igin,
0p < o < &y
kogulunu saglayan her dy ve 9, icin,
VE (o <& <01 =60 < F(§) <ey)

ise, o zaman F', o’da siireklidir. Eger F(a) = 0 veya a = 0
ise, 0 zaman g9 = —1 veya 6y = —1 olabilir.

Lemma 5. ON ’de her islem, limit olmayan her noktada stirek-
ludir.

Alistirma XXI. Lemmayi kanitlayin.

Teorem 32. Kesin artan bir ordinal islemin normal olmasi i¢in
yeter ve gerek bir kosul, islemin surekly olmasidar.

Alistirma XXII. Teoremi kanitlayin.

Alistirma XXIII. Siirekli olup normal olmayan bir islem drnegi ve-
rin.
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6 Ordinal toplama

6.1 Tanim ve ozellikler

Ozyineli tanima gére her o ordinali icin

a+0=q, (6.1)

a+ 8 =(a+p), (6.2)

7 limit ise o + v = sup(a + &). (6.3)
€<y

Sekil 2’ye bakin. Ordinal toplamanin 6zelliklerinin ¢ogu, tii-
mevarim ile kanitlanir; ama ilk teoremimiz, tiimevarimdan de-
gildir.

Teorem 33. o+ 1 =¢/.

Kanat. at+l=a+0
= (a+0)" [(6.2) tanimindan]
=da. [(6.1) tanimindan| O

Teorem 34. Her o i¢in 0 + a = «.

Kamit. Ordinal tiimevarim kullanacagiz.
1. Eger a =0 ise

0+a=0+0 [varsayimdan|
=0 [(6.1) tanimindan]
= . [varsayimdan|

o7



a+pB a+f

s

Sekil 2: Ordinal toplama

2. Eger
0O+p8=p (6.4)
ise, 0 zaman
0+ 6" =(0+p) [(6.2) tanimindan)]
=p. [(6.4) hipotezinden]
3. Bir a limiti i¢in
VE(E<a=0+E=¢) (6.5)
ise, 0 zaman
0+ a=sup(0+¢) [(6.3) tanmimindan]
(<a
=sup¢ [(6.5) hipotezinden]
(<a
= a. [Teorem 2g’dan| O

Alistirma XXIV. Asagidaki kanit nerede yanhstir?
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Her a igin 1 + a = o' kanitlayacagiz.

1.1+40=1=0

2. 1+ 8=/ ise, 0 zaman

1 +6/ — (1 +6)/ — (6/),.
3. ylimitve V€ (§<y=1+&=¢)ise
1+ =sup(l+¢§)=sup(§) ="
£<y £<y

Boylece her avicin 1 + a = o.
Teorem 35. Her a ordinali i¢in & — o + & normaldir.
Kanit. Teorem 30’dan a+ 5 < a+ ' gostermek yeter. Ayrica

a+f < (a+p)
=a+pf. [(6.2) tanimindan| O

Ornegin Sekil 3’e bakin. Teorem 19’u kullanan resmi 6zyineli
tanima gore,

w-0=0, w-l=w, w-(k+)=w- -k+w.
Bu sekilde w - n, “w’dir n kere” veya “w’nin n katidir.” Ayrica

w? =w-w=sup(w-1i).
i<W
Alistirma XXV. £ +— £ - 2 gondermesi kesin artan midir? Siirekli
midir?

Alistirma XXVI. Asagidaki kanit nerede yanhstir?

Her a icin, her B icin, a + 3 = B + «a kanitlayacagiz.
1.at+0=a=0+a.
2. Egera + 08 =B+ o ise, 0 zaman

a+fB =(a+B8)=@B+a) =0 +a.
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Sekil 3: 1 = w + £ denkleminin grafigi

6 Ordinal toplama
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3. Eger v limitve V€ (§ <y = a+ & =€+ a) ise, 0 zaman
at+vy=sup(a+€&)=sup(é+a)=v7+a.
€<y €<y
Bu sekilde her durumda aa + 8 =0 + a.
Teorem 36. Ordinal toplama birlesmelidir.

Kanat. Her 7 igin, tiimevarim kullanarak tiim « ve (8 i¢in

a+(B+y)=(a+p8)+v

gosterecegiz.
1.a+(+0)=a+p [(6.1) tammindan)]
= (a+p)+0. [(6.1) tammindan)]
2. Eger

a+(B+0)=(a+8)+4 (6.6)

ise, 0 zaman

+(B+d)=a+ (B+0) [(6.2) tanimindan)]
= (a+ (B+9) ) [(6.2) tanimindan)]
= ((a+B) + 5) [(6.6) hipotezinden]|
=(a+0)+4. [(6.2) tammindan]

3. 0 limit olsun, ve

VE(E<d=a+ (B+E)=(a+p)+¢) (6.7)

olsun. O zaman

(a+pB)+9

= s;ilg((oz +8) +¢) [(6.3) tanimi]

6.1 Tanim ve ozellikler 61



=sup(a+ (B+9)) [(6.7) hipotezi]

£<6
= a + sup(f + &) [€ — a + £ normaldir|
€<6
=a+ (B+90). [(6.3) tanimi] O

Teorem 37. k < wvel <w isew-(k+{)=w-k+w-/L.
Alistirma XXVII. Teoremi kanitlayin. (Timevarim kullanin.)
Teorem 38. Her { — £ + o gondermest artandar.
Kanat. B <~y olsun. « tizerinden tiimevarim kullanarak
b+a<v+a

kanitlayacagiz.

1. B+0=06<y=7+0.

2. B4 a =+ «ise tabii ki

B+a =B+a)=nr+a)=7y+.
B+ a < v+ « ise, Teorem 25’e gore
f+d =F+a)<yv+a<(y+a)=v+d.
3. Eger ¢ limit ise
VE(E<i=B+E<y+E)

olsun. O zaman

5+5=SUI§(5+§)<SUI§(7+5)=7+5~ O
€< €<
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Qekil g: T+ w=w < w+1

6.2 Hesaplamalar

Bu altbéliimiin teoremleri tiimevarim kullanmaz. Ik olarak
ordinal toplama degismeli degildir.

Teorem 39. 1 + w = w.
Kanat. 1+ w = sup,;_, (1 +17) = w. Sekil 4’e bakin. O

Teoremin asagidaki sonucun 6zel bir durumu, Sekil 5’te gos-
teriliyor.

Sonug. k< wvel <n<wise
E+w-n=w-n.
Alistirma XXVIII. Sonucu kanitlayin.

Teorem 40 (Cikarma). o < f3 ise

a+é=0 (6.8)

denkleminin bir ve tek bir ¢ozimi vardar.
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..........

Sekil 5: 1 = & + w denkleminin grafigi
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Kanat. Denklemin ¢oziimii varsa, Teorem 35’e gore tek ¢oziim
vardir.

Teoremler 34 ve 38’den oo + 8 > f3, dolaysiyla {£: a+ & <
F} smifinin 5 distsimrt vardir. Simdi v, simifinin supremumu
olsun. O zaman

a+y=a+ sup &
a+€<B

= sup (a+§) <p,
a+€<pB
(@+7) =a+y >p,
dolayisiyla o + v = 5. O

Alistirma XXIX. « < 8 varsayinca, {£: a+ & > B} sinifinin bos
olmayip sinifin en kiiciik elemaninin (6.8) denkleminin ¢6ziimii
oldugunu gosterin.

Teorem 41. Ejer o < w? ise, o zaman bir ve tek bir sekilde
a=w- k+m. (6.9)
Kamit. w? = sup,;_,, w - i oldugundan
{i:ra<w-i}

kiimesi bog degildir. Ayrica kiime 0’1 icermez ¢iinkii w -0 = 0.
Sonug olarak bir £ igin
k+1=min{i: a < w -},
w-k<La<w-(k+1).
Teorem 40 sayesinde bir m i¢in (6.9) dogrudur. Simdi baz ¢

ve ni¢in f = w - £+ n olsun. Eger k < / ise, 0o zaman o < 3.
Eger k = ¢ ama m < n ise, o zaman a < 3. O
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w? kiimesi toplama altinda kapalidir, ve toplama kurali,
(w-k+0)+(w-m+n)=w-(k+m)+n.

Alistirma XXX. a = w - 17+ 6 ve 8 = w - 1000 + 5 ise o + 3
toplamini hesaplayin.
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7 Ordinal carpma

7.1 Tanim ve ozellikler
Ozyineli tanima gére her o icin

a-0=0,
o f=a-f+a,

v limit ise o+ vy =supa - &.
<y

Sekil 6’ya bakin. Ordinal carpma hakkinda ilk teoremimizin bir
sikki tiimevarim kullanmaz; kalanlar tiimevarim kullaniyor.

Teorem 42.
1. a-1=a.
2. 1-a=a.
3. 0-a=0.

Alistirma XXXI. Teoremi kanitlayin.
Teorem 43. o > 1 ise & — « - £ islemi normaldir.
Alistirma XXXII. Teoremi kanitlayin.

Ornegin Sekil 7’ye bakin. Sekilde
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Sekil 6: Ordinal ¢arpma

ve genelde, Teorem 19’u kullanan resmi 6zyineli tanima gore,
0_ _ _
a =1, a = q, a’mt=a" - a.
Ayrica
w® = sup(w*).
i<W

Alistirma XXXIII. & s &2 gondermesi kesin artan midir? Siirekli
midir?

Teorem 44. Ordinal ¢arpma, toplama tizerine soldan dagilur.

Kanit. Ordinal tiimevarim ile

a-(B+y)=a-B+a-v (7.1)

kanitlayacagiz.
.a-(f+0)=a-f=a-f+0=a-f+a-0.
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Sekil 7: 7 = w - € denkleminin grafigi
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2. Eger (7.1) dogru ise, o zaman

a-(B+9)=a- (B+7)
=a-(B+7)+a
=(a-fH+a-7)+a
=a-f+(a-v+a)
=a-f+a-v.
3. Qimdi v limit ve
Ve <y=a (B+8=a-f+a-§)

olsun. Eger a = 0 ise, iddia apagciktir, dolayisiyla o > 0 varsa-
yacaglz.

a-(B+7)=a-sup(f+¢) [tanim]|

<
= ilipg(Oj (6+¢))  [n+ a-nnormaldir|
= ?i;(a ‘B4 a-§) [timevarim hipotezi]
:a-vﬂ—l—ilip(owf) [n — «- B+ n normaldir|
:&-B—i-oz-vfy. [tanim| O

Alistirma XXXIV. Asagidaki kanit nerede yanlistir?

1. 0-(B+7)=0=0+0=0-8+0-1.
2. Eger (7.1) dogru ise, o zaman

o -B+y)=a-B+v)+B+)
=(a-B+o-v)+B+)

=(a-B+0)+(a-v+7)
=o' -B+a .
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3. Egeralimitve V€ (§<a=¢-(B+7)=¢-B+E-7) ise
o= () = sup(€- (B+7))
=sup(§-B+E-7)
<a
= sup(€ - B) +sup(& )
(<a f<a
=a-BH+a-1q.
Alistirma XXXV. Asagidaki kanit nerede yanlistir?
1. (a+B)-0=0=0+0=a-0+p-0.
2. Eger (a+B)-y=a-vy+B-ise, o zaman

(@+B8)-v =(a+B)- v+ (a+P)
=(a-v+B-7)+(a+p)
=(a-v+a)+(B-7+0)
=a-y+6-7.

3. Eger 7y limit ve V¢ (£<’y:> (a+ﬁ)-£=a-£+ﬁ-£) ise
(a+B) v =sup((e+B)-€)
£<y
=sup(a-§+0-§)
€<y
=sup(c- &) +sup(B - €)
£<y €<y
=a-y+pB-7.
Teorem 45. Ordinal ¢carpma birlesmelidir.
Alistirma XXXVI. Teoremi kanitlayin.
Teorem 46. o = o* - .
Alistirma XXXVII. Teoremi kanitlayin. (Timevarim kullanin.)

Teorem 47. Her & — & - a islems artandar.

Alistirma XXXVIII. Teoremi kanitlayin,

7.1 Tanim ve o6zellikler
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7.2 Hesaplamalar

Lemma 6. 0 < ¢ ise 1 + w! = w?.

Alistirma XXXIX. Teoremi kanitlayin.

Teorem 48. k < m ise w* + w™ = w™.

Kamit. Bir £ icin, k+ ¢ =m ve 0 < ¢ < w, dolayisiyla

Wk + o™ = 0k + whtt

= wh + 0" - w

= wh. (1+wH

= w" . w

— Wkt

Agagidaki teoremin 6zel bir durumu, Sekil 8’de gosteriliyor,
ve kendisi Jekil g’da.

Teorem 49. 0 < k ise k- w = w.
Alistirma XL. Teoremi kanitlayin.

Lemma 7.
(a) Eger 0 < a < w® ise, o zaman bir ve tek bir k igin
wF < a <

(b) Bu durumda bir ve tek bir m i¢in
wf-m <a<wf (m+1);

ayrica m > 0.
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Qekil 8: 2. w=w < w-2

Alistirma XLI. Lemmayi kanitlayin. Teorem 41'in kanitina bakin.

Teorem 5o. Eger 0 < a < w® ise, o zaman bir ve tek bir
sekilde

a=w mg+ -+ whm,, (7.2)

k0>"'>l€n,

/\mi > 0.

<n
Alistirma XLII. Teoremi kanitlayin.

(7.2) esitligindeki toplam, o’nin Cantor normal bigimidir.
Ayrica 0'mn Cantor normal bigimi 0’dur.

Lemma 8. a < w™ ise a + w™ = w™.

Kanit. o’nin Cantor normal bigimini yazin ve Teorem 48’1 kul-
lanin. O
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Sekil g: 7 = ¢ - w denkleminin grafigi

7 Ordinal ¢arpma
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Teorem 51. o < W™, n >0, ve k > 0 ise
(W™ n+a) - k=wm n-k+a.
Alistirma XLIII. Teoremi kanitlayin.

Teorem 52. o < W™, n >0, ve k > 0 ise

k +k

(W™ n+a) w’ =w™™.
Alistirma XLIV. Teoremi kanitlayin.
Ornegin
(W 10+ w?- 84+ w)-6=w’ 60+ w® 8+ w,
(W’ 104+ w8+ w) - w=w",
(W’ 10+ w? 8+ w) - w' =w'.

Ayrica

(W 44+ w-6)- (w?-3+38)
=(w 4+ w-6)- w3+ (W -4+ w-6)-8
=w’ -3+ w32+ w-6.

Alstirma XLV. (w? -9+ w? -9+ w-9+9)- (w?-9+w-9+9)
carpiminin Cantor normal bigimini hesaplayin.
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8 Ordinal kuvvet alma

8.1 Tanim ve ozellikler

Ozyineli tanima gére her a icin
a’ =1,
B B

a” =a’ - a,

7 limit ise a” = sup (af).
0<é<y

Teorem 53. o' =, 1 =1, ve
0o — {1, a =0 durumunda,
0, «a >0 durumunda.
Alistirma XLVI. Teoremi kanitlayin.
Teorem 54. o > 2 ise & — ot islemi, normaldir.
Alistirma XLVIIl. Teoremi kanitlayin.
Sekil 10’e bakin. Sekilde
g0 = sup {w, w®, w®", ... }.
Alistirma XLVIII. & — &5 islemi kesin artan midir? Siirekli midir?
Teorem 55. o™ = o’ - a” ve a®7 = (o).
Alistirma XLIX. Teoremi kanitlayin.
Teorem 56. o > 1 ise & — & artandar.

Alistirma L. Teoremi kanitlayin.

76



12
: Vg o e &S

2 3 4 @S O QY P

; i F i+

Sekil 10: n = w* denkleminin grafigi
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8.2 Hesaplamalar

Lemma 9. Her a icin o < w® < w**L,
Alistirma LI. Lemmayi kanitlayin. Tiimevarim kullanilabilir.

Lemma 10.
1. Eger 0 < « ise, o zaman bir ve tek bir 5 i¢in

w? <a <t
2. Bu durumda bir ve tek bir m i¢in
w’m<a<w (m+1);
ayrica m > 0.
Alistirma LII. Lemmayi kanitlayin. Lemma 7'ye bakin.
Teorem 57. Eger 0 < « ise, o zaman bir ve tek bir sekilde

a=w" my+--+ . m,, (8.1)

Bo >+ > B,

i<n
Alistirma LIII. Teoremi kanitlayin.

(8.1) esitligindeki toplam, a’nin Cantor normal bigimidir.
Lemma 11. o < w” ise a + w? = w?.
Alistirma LIV. Lemmayi kanitlaym. (Lemma 8'e bakin.)
Teorem 58. o < w’, n >0, ve k > 0 ise

(W n+a) k=w’n-k+a.
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Alistirma LV. Sonucu kanitlayin.

Teorem 59. o < w’?, n >0, ve 1 < 7 ise
(WP n+a) 0 =w.

Alistirma LVI. Teoremi kanitlayin.

Simdi iki Cantor normal bigiminin ¢arpiminin Cantor nor-
mal bi¢imini hesaplayabiliriz.

Teorem 60. 0 < k£ ve w < « ise

T = w®", EYY = w®”.
Alistirma LVIl. Teoremi kanitlayin.
Lemma 12. Ardil olmayan her o i¢in, bir B icin,

a=w-f.
Alistirma LVIII. Lemmay: kanitlayin.
Teorem 61. o < w?, n > 0, ve v limit ise
(WP -n+a) =w’.

Alistirma LIX. Teoremi kanitlayin.
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g Kardinaller

9.1 Eslemeler

Eger f: A — B ise, ii¢ 6zel durum vardir.

1. Eger Vao Vo, (f(x0) = f(x1) = x9 = x1) ise, o zaman
f birebirdir, bir gémmedir, ve A’y1 B’ye gomiir. Bu du-
rumda

A<XB

yazilir.

2. Eger f[A] = B ise, o zaman f, B’yi orter.

3. Eger f hem birebirdir hem de B’yi orter ise, o zaman
A ve B arasinda f bir eglemedir. Bu durumda A ve B

esleniktir ve

yazilir.
Teorem 62 (Schroder—Bernstein). A < B ve B < A ise
A~ B.
Kanit. f: A Bve g: B> A olsun. Ozyinelemeyle

AO = Aa AnJrl = g[Bn]a
BO = B, Bn+1 = f[An]
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olsun. O zaman

f[A() AN Al] = Bl AN BQ,
g[BO AN Bl] = Al AN AQ,

dolayisiyla Ay \ Ay =~ By \. By. Benzer sekilde

An N An+2 ~ Bn N Bn+27

dolayisiyla
AN ﬂAi%B\ﬂBZ-.
i<W 1<w
Ayrica
FIN A= flAl= () Bi=[)B:
i<W 1<w 0<i<w i<W

dolayisiyla (), , Ai = ();<, Bi, ve sonug olarak A ~ B. O

9.2 Kardinaller
Eger bir A kiimesi bir ordinal ile eglenik ise, o zaman tanima

gore
kard(A) = min{¢: £ =~ A}.

Bu ordinal, A’nin kardinalidir. Simdi
KN = kard[ON] = {£: Vn (§ =1 = £ <n)}
olsun.

Teorem 63. £ — kard(&) artandur.
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Kanit. Eger v < f ama kard(f) < kard(«) ise, o zaman
a < B~ kard(f) % kard(a) = «a,
dolayisiyla a ~ g ve kard(a) < kard(f). O
Teorem 64. k < w ise kard(k) = k.
Alistirma LX. Teoremi kanitlayin.

k ve A, her zaman kardinal olsun.

9.3 Kardinal Toplama ve Carpma
Tanima gore
k@ X =kard(k + \), k® A =kard(k - A).

Ordinal toplama ve ¢arpma birlesmeli oldugundan kardinal ig-
lemler de birlesmelidir.
Tanima gore

AxB={z:3 3y (2= (z,y) Az € ANy € B)}
={(z,y): z € ANy € B}.

Bu kiime, A ve B’nin Kartezyan ¢arpimmmdir. Simdi
AUB=(Ax{0})U(Bx{1})

olsun; bu bilesim, A ve B'nin ayrik bilesimidir. Ozel olarak
AUA=Ax2.

Lemma 13. Her o ve her [ i¢in

alf~a+ f, axf~a-f.
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Kamt. Eger

f(& i) =a i+, 9(&mn) =a-n+¢
ise, 0 zaman

fralpSa+s, fraxB83a-p. O
Teorem 65. Her o ve her [ igin

a+pf=p+a, a-f=pF-a.
Alistirma LXI. Teoremi kanitlayin.
Sonug. KN 'de ® ve ® degismelidir.
Lemma 14. t; =i - (i + 1)/2 olmak iizere
(i,5) = tiv; +i: w x 0 > w.
Lemma 15. Her sonsuz k i¢in, bir o i¢in,
k= w".
Kamit. Teorem 57’ye gore bir 3, bir v, ve N'de bir n i¢in
7<w5, ﬁ:wﬂ-n+7.

O zaman Lemma 13’e gore xk =~ v+ n - w?, dolayisiyla Teorem

59’a gore
K~ w’

Eger a = min{¢: w® ~ k} ise, o zaman xk = w®. O

Lemma 16. Eger a > 0 ise, o zaman w® X w® ~ w®.
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Kamit. Lemma 14’teki gibi f(¢,7) = t;4; + 4 olsun. O zaman
£(0,0) = 0. Bir n igin, eger

Q> > Qs
{bo, ..., bn_1} C w,
{co,...,cn1} C w,
0 < maks(by, o) < WA -+ A0 < maks(b,_1,¢,—1) < W,
B=w b+ + Wby,

Y=w¥ e+ W
1se
F(B,7) =w* - f(bo,co) + -+ w™ " f(bp_1,Cn-1)
olsun. O zaman F birebirdir ve F[w® x w?®] = w®. O

Teorem 66. Ejer 2 < min(k,\) ve w < maks(k, A) ise, o
zaman
K®A=kK®A=maks(k, \).

Kanit. K > )\ ise
KSKDASKDRESKR2LSKINLS KR K. O

Tanim kiimesi A olan, deger kiimesi B’nin bir altkiimesi olan

gondermeler

kiimesini olustursun.
Teorem 67. 42 ~ P(A).

Alistirma LXIl. Teoremi kanitlayin.
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Eger f € 4B ve C C A ise

f10=A{(z, f(z): z€C}
olsun. O zaman f | C' € ¢B.
Lemma 17. 0 < n < w < a ise "a =~ «.

Kanit. Teorem 66’ya gore bir f icin
fraxaa

Eger g,: "o — « ise, 0 zaman

~

T f(gn(x I'n), x(n)) gy S I
Lemma 18. w < «a ise J,c,, ‘@ = a.

Kanat. Lemma 17'nin kanitindan bir ¢ — g; icin w’da her n
icin
n. <
gn: " = a.
Bir f icin eger a: n — « ise, 0 zaman f(a) = (n,gs(a)). Bu
sekilde
f: U v wxa O
1EW
Simdi herhangi A kiimesi i¢in n € w olmak tizere
P(A) ={X € Z(A): kard(X) = n}
olsun, ve ondan sonra
Zo(A) =] 71
1EW

olsun.
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Lemma 19. w < K ise Py(k) =~ K.
Kanat. 1k olarak
£ {&}: kS 2i(k).
Bu eslemenin tersi f; olsun. Ayrica ¢g: k X k - & olsun. Eger
fn: P(K) = K

ise, 0 zaman

~

(X, 8) = g(fm(X),§): Pm(r) X £ = K.
Ayrica
(X,€) = X U {maks(X) + £}: Zn(k) X k = Ppia(k),
dolayisiyla Oyle bir f,, 1 elde edilebilir ki
fmi1t Pryi(k) = .
Lemma 18’in kamtindaki gibi 2, (k) < k. O
Teorem 68. o ve [ sonsuz ise
kard(8) = maks(kard(«), kard(f3)).
Kanat. Eger v < w® ve Cantor normal bigiminde
Y=w® ag+ o+ WM Ay
ise,
f(y) = (i ap,{ao, . ., an1}}
olsun. Bu sekilde
frw* s in X Py(a),
icw
dolayisiyla Lemmalar 18 ve 19’dan
kard(w®) = kard(w) ® kard(«).

Teorem 57’de, dolayisiyla yukarida da, w’'nin yerine 3 konula-
bilir. O
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0.4 Sayilamaz kiimeler

Eger A 5 w ise, o zaman A sayilabilir; diger durumda A sayila-
maz. Gordiiglimiiz gibi sayilabilir kiimelerden ordinal toplama,
¢arpma, ve kuvvet alma ile sayillamaz kiimeler elde edilemez.

P V)=V aman € w ise
n < 2" = kard(Z(n)).
Teorem 69 (Cantor). Her A kimesi igin
A PA)NAZE PA).
Kamt. ©— {z}: A P(A). Simdi f: A S P(A) ise
B={rcA:x¢ f(x)}
olsun. O zaman A’nin her ¢ elemani igin
ceBscd f(o),

dolayisiyla B # f(c). Bu sekilde f, esleme olamaz. O

Alistirma LXIIl. Cantor Teoreminin kaniti A'nin kiime oldugunu
nasil kullanir?

AKsivyoMm 8 (Kuvvet Kiimesi). Her A kiimesi i¢in Z(A) si-
nife bir kiimedir.

Su anda A’'nin sonsuz oldugu Z?(A) kiimesinin kardinali var
olup olmadigini bilmiyoruz.

Teorem 70. A x B C Z(P(AU B)), dolayswyla kiimedir.

Alistirma LXIV. Teoremi kanitlayin.
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Tanima gore
rE={& R}

olsun.
Teorem 71 (Hartogs). k™ € KN, v > &k, ve

kT =min{¢ € KN: k < ¢} (9.1)
Kanit. Eger f: « 3k ise, 0 zaman

{(£(6), f(): E<n<a} € Pk x k),

ve ayrica elemandan « elde edilebilir. Bu gekilde k™, Z2(k x
k)'min bir altkiimesinin bir imgesidir, dolayisiyla k% da bir
kiimedir.

Simdi kT € ON ve k™ gecisli oldugundan bir ordinaldir. Bu
durumda k™ ¢ k1 oldugundan k™ > k, ve tanmumlardan (9.1)
gikar. O

x*, k’'nin kardinal ardiidir. Ozyineli tanima gére

NO = w,
NO/ = (Na)+7
a limit ise N, = sup N.
(<a
(Burada R, Ibrani alef harfidir.)

Teorem 72. { — N normaldir ve imgesi KN \ w.

Alistirma LXV. Teoremi kanitlayin.
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9.5 Secme

Gordiigiimiiz aksiyomlar, Zermelo—Fraenkel veya ZF aksiyom-
laridir. Simdi bir aksiyom daha kullanacagiz.

AKSiYOM g9 (Segim). Her kime iyisiralanabilir.

Godel’in kanitladigi bir teoreme gore, ZF aksiyomlariin bir
modelinde, Se¢im Aksiyomu (Aziom of Choice) dogrudur. Co-
hen’in kanitladigi bir teoreme gore, ZF aksiyomlarinin bir mo-
delinde, Se¢im Aksiyomu yanlgtir. Kisaca Se¢im Aksiyomu,
ZF’den bagimsizdir.

Secim Aksiyomu ile ZF, ZFC olur. Simdi her kiimenin kar-
dinali vardir. Ornegin tanima gére

A* = kard(")\).

Bu kuvvet, ordinal kiivvet degil, kardinal kuvvettir. Ornegin
Ny = w oldugu halde Teoremler 6o, 67, ve 69’a gore

kard(2%) = Ry, 2% > N

Agagidaki kurallar kolaydir.

0<A=0'=0
. : ) HA@IL:IQA(@HN,
K g
1)\— 17 KA@H:(K)\)Ma
Iil—li’ mguAAguijgu”.
- 9

Teorem 73. 2 < K, 1 < A, ve Ng < maks{k, A} olsun. O zaman

/<¢<2’\:/<o’\:2’\,

A A
20 < k= KL 2%
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A

Kanst. Hipoteze gore k < 2" ise 2 < & < 2* ve ) sonsuzdur,

dolayisiyla
2)\ < /43)\ < (2)\))\ — 2)\@)\ — 2)\‘

Ayrica 2* < k ise A < k, dolayisiyla k sonsuzdur ve
KA < (250N = 259X = on ]
Ornegin
2</<¢<2N0<M:RN0:2NO<MN0<2“.
Simdi asagidaki tanim yapariz.
Jo =Ry,

J. = kard(2(3,)) = 27,
a limit ise 3, = sup Je.
(<a
(Burada 3, Tbrani beth harfidir.) O zaman ¢ — 3¢ normaldir,

ve
N, <3,

Teorem 74. Tiim k ve A i¢in

Alistirma LXVI. Teoremi kanitlayin.

Kontinuum Hipotezi veya KH, 8; = J; onermesidir. Ge-
nellestirilmis Kontinuum Hipotezi veya GKH, V¢ N, = I
onermesidir. Gédel’in kanitladig1 teoreme gore, ZFC aksiyom-
larinin bir modelinde, GKH dogrudur. Cohen’in kanitladig te-
oreme gore, ZFC aksiyomlarinin bir modelinde, KH yanligtir.
Bu sekilde KH, ZFC’den bagimsizdir.
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10 Kofinallik

10.1 Tanim ve ozellikler

Sonsuz bir x kardinali limit ordinali oldugundan

m:supf:Uﬁ’.

E<k t<n

Bazen bir kardinal, kendisinden kii¢iik bir altkiimenin
supremumudur. Ornegin w < N, ama

N, = sup N;.
1EW

Genelde « limit, b C «a, ve

V§(§<a$3n(n€b/\§<n))

ise, b altkiimesi, o ordinalinin simirsiz (unbounded) altkiimesi-
dir. Bu durumda
a = sup(b).

Ornegin her limit ordinali, kendisinde smirsizdir. Ayrica
{N;: i € w}, N, ordinalinde smirsizdir. Bir limit ordina-
linin siirsiz altkiimelerinin en kii¢iik kardinaline, ordinalin
kofinalligi (cofinality) denir, ve bu kardinal, kf(«) olarak ya-
zilabilir. Yani

kf(a) = min{kard(z): x C a Asup(z) = a}.
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Ayrica, tanima gore,
kf(0) =0, kf(a+1)=1
denebilir, ama bu durumlar1 kullanmayacagiz.

Teorem 75. Her «v limit ordinali i¢in, tanwm kimesi kf(a) olan,
deger kiimesi o ordinalinin sinirsiz bir altkiimes: olan, kesin
artan bir gonderme vardar.

Kanit. f: kf(a) = a olsun, ve f[a], a ordinalinin sinirsiz bir
altkiimesi olsun. Ozyinelemeyle, tamim kiimesi kf(a) olan,

9(8) = maks ( 7(5), sup(g[]))

kogulunu saglayan bir g géndermesi vardir. Eger 8 < kf(a) ve
98] € « ise, o zaman g[f], o ordinalinin smirsiz altkiimesi

degil, dolaywsiyla g(8) € «; ayrica f(B8) < g(B). Oyleyse g,
istedigimiz gibidir. O

Teorem 76. o ve B limit ordinalleri olsun. Eger f: a — 3 ve
kesin artan ise, ve § = fla] ise, o zaman

kf(a) = kf(B).

Kanat. kf(5) < kf(a) ve kf(a) < kf(3) esitsizliklerini kamtla-
yacagliz.

1. g: kf(a) = a ve Jglkf(o)] = a olsun. 6 < S ise, hipo-
teze gore a ordinalinin bir # elemani i¢in

d < f(0).

O zaman kf(a) kardinalinin bir ¢ elemamn igin
0 <g(v), 0 < f(0) < fg(v)).
Oyleyse J(f o g9)[kf(a)] = B, dolayisiyla kf(3) < kf(a).
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2. h: kf(B) — S ve |Jhkf(B)] = B olsun. § < kf(5) ise
k(6) = min{¢ € a: h(d) < f(§)}

olsun. O zaman k: kf(8) — a. Eger 6 € « ise, o zaman kf(/5)
kardinalinin

() < h(o)

kogulunu saglayan bir ¢ elemani vardir. O zaman
F(O) < h(o) < f(k(0)),

dolayisiyla 6 < k(§), ciinkii f kesin artandir. Oyleyse
U k[kf(B)] = «, dolayisiyla kf(«) < kf(8) ve ashinda kf(a) =
kf(3). O

Ozel durum olarak F normal ve o limit ise
kf(F(«)) = kf(«).
Teorem 77. « limit ise kf(R,) = kf(«).
Kamt. £ — R¢ normaldir. O
Teorem 78. Cantor normal bi¢ciminde
a=w. aqy+- -+ w"-a,

ve au, > 0 ise, 0 zaman

Kf(a) w, eger oy, bir ardilsa,
o) =
kf(ay,), eger ay, bir limitse.

Kanat. Son teoreme gore o limit, v > 1, ve § > 2 ise

kf(or) = kf(B + ) = kf(7 - o) = k(6°). O
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Bazen bu hesaplama bize yardim etmez. Mesela f(0) = 0 ve

fn+1) = w’™ ve a = sup(f[w)]) ise, yani
a =sup{0,1, w, w®, w*", ...}
ise, o zaman kf(a) = w, ama o = w®.
Teorem 79. Her o ordinali i¢in
KE(Roi1) = Ropr.
Kamit. < Nyqq ve f: 8 — Nyyq olsun. O zaman
sup(£18]) = J £(¢).
£<B

Bu bilegsimden N, xRN, ¢carpimina giden bir A gdmmesini tanim-
layacagiz. Secim Aksiyomu sayesinde [ J{*N,: & < N4 q} kii-
mesi iyisiralanabilir. Bu siralamaya gore § < R, ise R, kii-
mesinin en kiigiik gdmmesi, gs olsun. O zaman v < sup(f|[3])
ise

d=min{z € B: v < f(2)}, h(vy) = (96(5)795(7))

olsun. Boylece
kard (sup(f[8])) < kard(R, x R,) = R,
dolayisiyla sup(f[5]) < Rat1. Sonug olarak kf(R, 1) = Nyqq.

0
10.2 Hesaplamalar

Teorem 80. 2 < k, 1 < A, ve Xy < maks{k, A} olsun. O zaman
A > kf(k) = k < K,
GKHA X < kf(x) = k = k™.
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Kanit. kf(k) < X ise *k kiimesinin

k=J 1

kogulunu saglayan bir f eleman vardir. Simdi € — g¢: k — 'k
olsun. O zaman *x kiimesinin {g¢: ¢ < x} kiimesinde olmayan
bir

e min (s {ge(n): € < F()})

elemani vardir.
Simdi A < kf(x) olsun. O zaman Teorem 79’un kamtindaki
gibi

AK:U)\gz U )\f

E<k ALE<K

< U Mearde) = |J x| 2

ALE<K ALE<K ALE<K
£eKN £eKN

Eger GKH dogruysa i < k = 2* < k, dolayisiyla k* < k. O

Simdi, gosterdiklerimize gore, eger k + A sonsuzsa, o0 zaman

Ayrica

AT, eger 2 < Kk < A lise,
GKH = k" = { kt, eger kf(k) < A < K ise,
K, eger 1 <\ < kf(k) ise.
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Ozel olarak

Ngy1, eger a < 3 ise,
GKH = R, = { R, 1, eger kf(a) < Ng <R, ise,
N,, eger Ng < kf(a) ise.
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