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Giris

Iskenderiyeli Pappus (T&mwmos AAe€avdpels), M.S. 320 yili ci-
varinda Derleme (Zuvaywyn) adli eserini yazdi. Derleme’nin
yedinci kitabi, Analiz Hazinesi (Avaduduevos T61os) adli eser-
ler icin bir rehberdir. Hazine'nin igindekiler, simdi okudugu-
nuz kitapgigin arka sayfasindadir. (Bu bilgi, [27, s. 564, 508—
6o1] kaynaginda bulunur.) Apollonius’'un Koni Kesitleri ve
Oklid’in Veriler'i hari¢, Hazine’nin ¢ogu simdi kaybolmustur.
Ozel olarak Oklid’in Porizmalar’1 (Tlopiouara) kaybolmustur.
Ama onu okumaya yardimci olmak igin, Pappus 38 lemmay1
verir. Onlarin ilk 19'nun ¢evirisi, bu kitap¢igi olusturur.

Altigen ve Dortgen teoremleri

Pappus’un Lemma I'i ve Lemma XIX’u arasindan iki 6nemli
teorem ¢ikar. Her biri bir diizlemde dogrudur.

1. Birbirinden farkli olan alt1 nokta verilsin ve A, B, C', D,
E, ve F olsun. Ayrica ekil 1’deki gibi £ noktasi, AC' dogru-
sunda olsun ve F' noktasi, BD dogrusunda olsun. Burada bir
dogru, dogru parcasi degildir, siirsiz bir dogrudur. Ozel olarak
A, C, ve E’nin siras1 ve B, D, ve F’nin sirasit 6nemli degildir.
Simdi AB, BC, CD, DE, EF, ve F'A dogrusu, bir altigenin
kenaridir. Altigenin kendisi, ABC' DEF olarak yazilabilir. Bu
altigenin kargit

® AB ve DFE kenar G’de,

® B(C ve EF kenar1 H'de,

® (D ve FA kenart K’de



Sekil 1: Altigen Teoremi

kesigsinler. Altigen Teoremi’ne gore K noktasi, GH dogrusun-
dadir. Kisaca eger bir altigenin koseleri miinavebe ile iki dog-
ruda oturursa, o zaman altigenin karsit kenarlarimin kesigim
noktalar1 da bir dogruda oturur.

2. Simdi dort nokta verilsin, ve bunlardan hic¢bir {i¢lii bir
dogruda oturmasin. Dortgen Teoremi’ne gore, eger bu dort
noktanin ikilerinden gegen alti dogru bir dogruyu keserse, o
zaman kesisim noktalarmdan besi, altinciyr belirler. Ornegin
Sekil 2’de GH K L dortgeninin kogelerinin ikisinden gegen dog-
rular, AF dogrusunu A, B, C, D, E, ve F noktalarinda keser,
ve M N P() dortgeninin kogelerinin ikisinden gegen bes dogru,
sirasiyla A, B, C, D ve E noktalarindan geger, dolayisiyla ka-
lan P(@) dogrusu, F' noktasindan gecer.

Aslinda Altigen ve Dortgen Teoremi’nin her birinin sadece
bir durumunu verdik. Teoremlerde kesigmek yerine iki dogru
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Sekil 2: Dortgen Teoremi

paralel olabilir. Ornegin eger Sekil 3’teki gibi ABCDEF al-
tigeninde kargit C'D ve F'A kenarlar1 paralel ise, o zaman bu
kenarlar G H'ye paraleldir.

Oklid’in Porizmalar’ icin Pappus'un lemmalardan:

1) Lemma VIII, XII, ve XIII, Altigen Teoremi’nin bazi du-
rumlaridir, ve son iki lemma, Lemma III, X, ve XI'i kul-
lanir;

2) Lemma I, II, IV, V| VI, ve VII'nin konusu, Dértgen Te-
oremi’dir.
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Sekil 3: Altigen Teoremi’'nin baska bir durumu

izdiisiimsel geometri

Eger Altigen veya Doértgen Teoremi’nin bir durumunun sekli
cama cizilirse, o zaman seklin golgesi veya izdiistimii, teoremin
ayni veya farkli bir durumunun sekli olur. Kisaca teoremlerin
her biri, izdiigimsel (veya projektif) diizlem geometrisinin bir
teoremidir. Bu geometride iki dogru her zaman bir noktada
kesisir.

Oklid diizleminden izdiigiimsel diizlemi elde etmek icin, son-
suzda olan noktalar ekleriz. Bunu anlamak icin, Oklid’in esitlik
ve paralellik kavramlarina bakariz.

Oklid’in Ogeler’inde esit (ioos), ayne (atrds) degildir, ama
bir sey, kendisine esit olarak kabul edilir. Ornegin Kitap I'in
Onerme 4’iine gére ABC ve DEF iicgeninde, eger Sekil 4'teki
gibi
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A B

Sekil 4: Oklid 1.4 ve 8

C F

B E

Sekil 5: Oklid L5

AB = DFE, BC = EF, /ABC = /DEF
ise, o zaman

AC = DF, AABC = ADEF,
/BCA = /EFD, /CAB = /FDE.

Onerme 5’te eger Gyle bir ABC {icgeni verilirse ki AB = AC
ise, ve Qekil 5'teki gibi

® AB, oyle bir E noktasina,

® A(C, oyle bir F' noktasina

Girig 9



uzatilirsa ki AF = AF ise, o zaman ZCAE ve /BAF, /ZBAC
ile ayn1 oldugundan birbiriyle aynidir, dolayisiyla birbirine esit
sayilabilir. Bu durumda

CA = BA, AE = AF, /CAE = /BAF,
dolayisiyla, Onerme 4 sayesinde,

CE = BF, ACAE = ABAF,
/AEC = /AFB, /ECA = /FBA.

Béylece OKklid icin bir ac1, kendisine esit olarak sayilabilir. Ben-
zer bir sekilde bir dogru, kendisine esit olarak sayilabilir. Or-
negin Onerme 8’e gére ABC ve DEF {icgeninde, eger Sekil
4’teki gibi

AB = DE, BC = EF, AC = DF
ise, 0 zaman

LACB = /DFEF, /BAC =/EDF, /LABC = /ZDEF.

Onerme g’'da bir BAC acis1 verilmis oldugunda, eger Sekil
6’daki gibi AB = AC ise, ve eskenar BCD iiggeni inga edi-
lirse, o zaman ABD ve ACD iig¢genlerinde

AB = AC, BD =CD,

ve ayrica AD ortak oldugundan kendisine esit sayilir, dolayi-
styla, Onerme 8 sayesinde,

/ZBAD = ZCAD.

Bu sekilde bir ag1 ikiye boliiniir.

10 Pappus



Sekil 6: Oklid Lg

Kisaca acilarin ve dogrularin esitligi, yansimali bir baginti-
dir. Oklid icin esitligin simetrik oldugu aciktir. Ortak bir kav-
ram sayesinde ayni geye egit olanlar birbirine esit oldugundan,
esitlik gecislidir. Boylece egitlik bir denklik bagintisidir.
Benzer bir gekilde bir dogru, kendisine paralel olarak sayi-
labilir. O zaman Oklid’in Ogeler’inin Kitap I'inin
Onerme 31'i sayesinde verilen bir noktadan gecen, verilen bir
dogruya paralel olan bir dogru ¢izilebilir;

Onerme 2g’una gore aym noktadan gecen, aym dogruya pa-
ralel olan bagka bir dogru yoktur;

Onerme 30’una gore aym dogruya paralel olan dogrular bir-
birine de paraleldir.

Bundan dolay1 paralellik, bir denklik bagintisidir.

Dogrularm her paralellik siifi icin, Oklid diizlemine yeni bir
nokta ekleyebiliriz. Eklenen nokta, sonsuzdadir, ve paralellik
sinifindaki dogrular, bu sonsuzda olan noktada kesigir.

Tiim sonsuzda olan noktalar, sonsuzdaki dogruyu olustu-

Girig 11



rur. Oklid diizleminin noktalar1 ve sonsuzda olan noktalar,
izdiigiimsel diizlemin noktalaridir, ve Oklid diizleminin dog-
rular1 ve sonsuzdaki dogru, izdiigiimsel diizlemin dogrularidir.
Izdiigiimsel diizlemde Altigen ve Dértgen teoremlerinden her
birinin tek bir durumu vardir.

Oran ve oranti

Pappus, Altigen ve Dértgen teoremlerini Oklid diizleminde ka-
nitlar, ve bunun i¢in alanlar ve orantilar kullanir.

Acilar ve dogrular i¢in gordiigiimiiz gibi egitlik, bir denklik
bagintisidir.

® Sinirlanmig bir dogrunun esitlik sinifi, dogrunun uzunlu-

gudur.

® Sinirlanmig bir yiizeyin esitlik sinifi, yiizeyin alamdir.

® Sinirlanmig bir cismin egitlik sinifi, cismin hacimidir.
Her smirlanmig dogru, yiizey, veya cisim, bir biiytikliktiir (o
peytBos). Cinsi ayni olan iki biiyiikliigiin oram (6 Adyos) vardir.
Eger biiytikliiklerin birinin yerini egit bir biiyiikliik konulursa,
oran degismez. Bu sekilde iki uzunlugun, alanin, veya hacmin
orani vardir.

Oranlarin soyut kurami, Ogeler’in Kitap V’indedir. Oklid’in
tanmimladigi her orani, pozitif gercel say1 olarak gorebilecegiz.

Ashinda Oklid, oranlar degil, sadece biiyiikliiklerin oraninin
aym (&véhoyov) olmasini tanimlar. Oklid’in tanimi agagida ve-
rilir; gimdilik tanimin sadece kullanacagimiz sonuclarimi vere-
cegiz.

Bir AB dogrusunun, bir ''A dogrusuna orani vardir. Bu orani

AB :TA

olarak yazacagiz; Pappus

12 Pappus



Aoyos ov éxel ) AB mpos thv A
(AB'min I'A’ya orani)

ifadesini kullaniyor.

Eger AB ve I'A dogru ise, genisligi AB'nin uzunlugu olan ve
yiiksekligi FA’nin uzunlugu olan bir dikdértgen insa edilebilir,
ve bu dikdortgeni

AB-TA

ifadesiyle yazacagiz; Pappus
6 Umd AB TA (AB ve T'A altindaki)

ifadesini kullaniyor. Simdi AB - 'A dikddrtgeninin, bir EZ - HO
dikdortgenine orani vardir. Bu orani

AB-TA:EZ-HO

olarak yazacagiz.

Ogeler’in Kitap I'inin 36. ve 38. 6nermelerine gore ayni pa-
ralellerde olan ve esit tabanlarda olan iki paralelkenar veya
iicgen birbirine egittir. Tabanlar esit olmasa bile onlarin oram
vardir, ve ¢okgenlerin orani da vardir, ve Kitab VI'nin ilk 6ner-
mesine gore bu iki oran aynidir.

Iki oranm aymhgi, bir orantidir (f, &vodoyia). Eger boyle
bir aynilig: :: igareti ile gosterirsek, o zaman Sekil 7'de

AD:DB: ADE: DBE,
AE  EC :: ADE: DCE

orantilar1 vardir. Ayrica eger

DE || BC

Girig 13



D
Sekil 7: Thales Teoremi

ise, o zaman

DBE = DCE,
ve bu durumda
ADE : DBFE :: ADE : DCE,
dolayisiyla
AD:DB:: AE: EC.

Bu sonug ve tersi, Oklid’in Onerme VI.2’sidir, ve bugiin ona
Thales Teoremi denir. Pappus bu teoremi sik sik kullanir.
Simdi bir
A:B:C:D
orantist verilsin. Oranlarin ayniligi bir denklik bagintisi oldu-
gundan
C:D:A:B
orantist da dogrudur. Ayrica Ogeler’in Kitap V’ine gore
® tersine (&vémoAw)

B:A:D:C,
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® toplamayla (cuvBévT)
A+B:B:C+D:D,
® cevirmeyle (&vooTpéyavti) A > B ise
A-B:B:C—-D:D,
® jzlemeyle (¢2voAA&E) A'nin C’ye orani varsa
A:C:=B:D.
Bir kural daha vardir: esitlikten (81" icou)
A:B:D:F )
B:C::E:F} ise A:C:D:F,
ve daha genelde, eger A, ..., A, ve By, ..., B, biiyiiklikleri
verilirse, ve her durumda
A Ay v By By
ise, o zaman esitlikten
A A, B :B,.

Herhalde Oklid “esitlikten” diyor ciinkii cokluklar olarak
Ag’lerin ve By’lerin sayilar1 birbirine egittir.

Tanmma gore A: B ve B : C oranlarinin bilegimi (cuvémte
fiillinden cuvnuuévos), A : C oramdir. Eger

B:C:D:FE

ise, o zaman A:(C orani, A: B ve D : E oranlarinin bilegimiyle
aynidir, ve bu orantiyi

A:C:(A:B)(D:E)

biciminde yazacagiz. Ornegin asagidaki Lemma I'in iki kani-
tinda Pappus

Girig 15



6 Tfs AA mpds THv AZ ocuviiTTon
¢k Te ToU Tfis AB mpds thv BE
kal ToU Tfis E@ mpds OH
(AA'ninki AZ’ya bilegir
AB’ninkinden BE’a
ve E@'minkinden ©H’ya)

orantisini yaziyor; bunu
AA:AZ :: (AB:BE)(E©: OH)
olarak yazacagiz. Lemma III'te Pappus
ToU Umd OE HZ Trpds 16 Umd OH ZE cuvfjmTon
Aoyos

€k Te TOU Ov €xer f) OE mpos v EZ
kol ToU ov éxel | ZH mpods Ty HO

(©E HZ altindakinin ©H ZE altindakine bilegir
orant
©FE'ninkinden EZ’ya
ve ZH'ninkinden HO'’ya)

orantisini yaziyor; bunu
©E-HZ:©H - ZE :: (GE:EZ)(ZH : HO)

olarak yazacagiz.

Pascal Teoremi

Altigen Teoremi’nin daha genel bir bi¢imi vardir. Bir altigenin
koseleri bir koni kesitindeyse, karsit kenarlarin kesisim nokta-
lar1 bir dogrudadir. Ornegin Sekil 8'de A, B, C, D, E, ve F

16 Pappus



Sekil 8: Parabolde Altigen Teoremi

noktalar1 bir paraboldedir, ve (sonug olarak) G, H, ve K bir
dogrudadir.

Bi altigenin kargit kenarlarinin kesigmesi i¢in onlar uzatil-
mak zorunda olabilir. Ornegin Sekil g’da A, B, C, D, E, ve
F noktalar1 bir hiperboliin dallarindadir, ve (sonug olarak) G,
H, ve K bir dogrudadir.

Dedigimiz gibi, bir altigenin karsit kenarlar1 paralel olabilir.
Ornegin Sekil 10’da, AF ve C'D birbirine paralel ise, o zaman
G H de onlara paraleldir.

Altigen Teoremi'nin genel bigimine Pascal Teoremi denir,
¢linkii Blaise Pascal 1640 yilinda, 16 yaginda, teoremi bildirdi.
(Pascal’in orijinali, [25] kaynagindadir; Ingilizce cevirisi, |22,
s. 326-30] ve [24, s. 163-8] kaynaklarindadir.)

Girig 17



Sekil g: Hiperbolde Altigen Teoremi

Porizmalar

Proklus’a gore porizma (16 médpioua) sdzcugiiniin iki anlami
vardir (|21, s. 236] veya [26, s. 478-81] kaynaklarindan).

1. Birinci anlamina gore bir porizma, kanmitinin bagka bir
onermenin kanitindan kolayca ¢iktig1 bir énermedir.

2. Ikinci anlamina gore bir porizma, 6nermelerin iiciincii bir
gesitidir:
bir teoremde bir sey goriliyor;
bir problemde bir sey yapiliyor;
bir porizmada bir sey bulunuyor.

18 Pappus
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Sekil 10: Elipste Altigen Teoremi’nin paralel durumu

Ornegin
® ikizkenar bir tliggenin tabanindaki agilarimin esitligi bir
teoremdir;

® verilen aciy1 ikiye bélmek bir problemdir;
® bir dairenin merkezini bulmak bir porizmadir.

Oklid’in Ogeler’inin Kitap VII'nin Onerme 2’sinde, birbirine
asal olmayan iki saymin en biiylik ortak boleni bulunur. Bu
sekilde o 6nerme bir porizmadir, ve bundan birinci anlamiyla
bir porizma ¢ikar: birbirine asal olmayan sayilarin her ortak
boleni, en biiylik ortak bolenini boler.

Girig 19



Orantilarin tanimi

Bir biiyiikliigiin kat1 (roAMamA&otov) almabilir. Ornegin A bir
biiyiikliik ise, katlari

A, A+ A, A+A+A,

toplamlaridir. Bunlar A, 2A, 3A, ... olarak yazilabilir. A gibi
A’nin katlari, biiyiikliiktiirler. Aslinda A’nin herhangi bir kati

kA

bi¢iminde yazilabilir. Buradaki & katsayisi, bir sayma sayisidir.
Sayma sayilarinin olusturdugu kiime

N

olarak yazilabilir, ve k'nin sayma sayisi oldugunu gostermek
icin
keN

ifadesini yazariz; ama Oklid bunun gibi ifadeler kullanmaz.
Oklid icin k ifademiz, isim degil, sifat olurdu. Aslinda Oge-
ler’in yedinci kitabindaki tanima gore bir say1 (6 &piBuds),
birimlerin (Té& povéda) olugturdugu bir ¢okluktur (1o mAfifos).
Bu tanima gore bir kA katinin kendisi bir sayidir. Oklid icin
eger B A’ya esit olmayan bir biiyiikliik ise, o zaman kA ve kB
biiyiikliik olarak birbirine esit degildir, ama kat olarak birbi-
rine egittir, yani esit katlardir (icékis ToAMamAcoia).

Bazen A ve B biiyiikliikleri karsilagtirabilir: A B’dan biiyiik
veya kiigiik olabilir, ve (biiyiikliik olarak) ikisi birbirine esit
olabilir. Sirasiyla

A > B, A < B, A=B

20 Pappus



ifadelerini yazariz. Iki biiyiikliigiin her biri dogru veya her biri
yiizey ise, o zaman varsayima gore biiyiikliiklerin her birinin
digerinden biiyiik olan bir kati vardir. Bu varsayima Argimet
Aksiyomu denir, ¢iinkii Argimet onu yazip kullandi |1, s. 36];
ama Arsimet’ten 6nce Oklid onu kullandi. Oklid, M.0. 300
civarinda calisiyordu; Arsimet, M.0. 212 yilinda Sirakiiza'nin
Romalilar tarafindan alinmasinda 6ldiiriildii.

Eger iki biiytikliik Arsimet Aksiyomunu saglarsa, o zaman
tanima gore bu biiyiikliiklerin orani vardir, veya biiytikliikler,
bir orana sahiptir. O halde A ve B'nin orani vardir ancak ve
ancak bir k£ sayma sayisi i¢in

A<B<kA veya B<A<EB veya A=B.

Bu durumda bir orana sahip olma, bir denklik bagintisidir.
A ve B'nin orani olsun. N’de herhangi k£ ve m igin, eger

mA < kB veya mA > kB veya mA = kB
ise, o zaman sirasiyla
A:B<k:m veya A:B>k:m veya A:B:ik:m

ifadesini yazalim. Simdi ' ve A’nin orani da olsun. Ayrica her
k ve her m igin

® A:B<k:mise A:T' < k:D olsun;

® A:B>k:mise A:T > k:D olsun;

® AtBuk:mise A:T :: k: D olsun.
O zaman Oklid’in tanimina gore

® A’min B’ya orani, ['min A’ya orani ile aynidir;

® A B, T, ve A orantilidir.
Bu durumda

A:B:uT:A

Girig 21



ifadesini yazariz, ama yukarida gordiigiimiiz gibi Oklid ve Pap-
pus sadece sozler kullanirlar. Ornegin asagidaki Lemma III'de
K@'nin ©A’ya orani, ©A - Bl'nin ©B - M'A’ya oramiyla aynidir,
dolayisiyla

KO:0OA::0OA-Br:0B-TA

ifadesini yaziyoruz, ama Pappus

ws N KO 1pds 1) OA,
oUTws 16 Umd OA Bl mrpds 16 Ud OB A

(Nasil KO ©A’ya olursa
boyle ©A BI' altindaki ©B I''A altindakine olur)

yaziyor.
Pappus’un metninin bulundugu el yazmasinda, kisaltmalar
kullanilir, ama matematik kavramlar: degil, sadece sozciikler

i¢in |19, p. 28-9].

Bu metin hakkinda

Agagidaki geviri i¢in Hultsch’un [18] edisyonunu kullandim.
Sadece bittikten sonra Jonesun [19| edisyonunu bulup onunla
yaptigimi diizelttim.

Derleme’'nin Kitap VII'sinde iki sira vardir. Birinde 321 bo-
liim vardir; digerinde 238 6nerme vardir. Hultsch her sira igin
Arap rakamlarini kullanir. Ayrica Oklid’in Porizmalar’s hak-
kindaki lemmalara Romen rakamlar1 koyar. Yukarida bahset-
tigimiz gibi Pappus, oran ve orantilar i¢in 6zel isaretler kullan-
maz. Lemmalarin kanitlarini “Kanst” ve [J arasina yaziyorum;
Pappus bunun gibi ifadeler kullanmaz.

Dizgi i¢in BTEX yazilimini ve KOMA-Script scrbook docu-
mentclass’ i kullandim. Diyagramlari, pstricks ve pst-eucl

22 Pappus



package’lart ile ¢izdim. Kullandigim Yunan fontu, Yunan Font
Dernegimin gfsneohellenic fontudur.
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Oranlar ve orantilar

Oklid’in Ogeler’inde orantililik icin iki kuram vardr:

® Kitap V'te, buyiklikler (stmirli dogrular, yiizeyler, cisim-

ler) igin;

® Kitap VII'de, sayilar igin.
Gergel sayilar1 tanimlamak icin Dedekind, Oklid’in biiyiikliik-
lerin orantilihgi kuramini kullandi [4]. Bugiin Oklid’in sayilarin
orantililigi kuramini anlamak zordur, ama anladigim kadariyla
Oklid Algoritmasi iistiine kurulur. Bu algoritma ile biiyiikliik-
lerin orantililig1 bile anlagilabilir. Bu konuda burada baz ay-
rintilar vermek istiyorum.

Sayilar

Ogeler’in VII'nci kitabinda, bir sayi, birimlerin olusturdugu
bir cokluktur. Oklid’in diyagramlarinda, sayilar ve onlarin bi-
rimleri, siirlanmis dogrudurlar. Ornegin 4 sayisi, Sekil 11’deki
gibi ¢izilebilir. Sayilar toplanabilir, ve tekrar tekrar toplanabi-
lir; 6rnegin

4+4+4=12.
Bu toplam, 3 kere 4’tiir; kisaca

4+4+4=3.4
Bundan dolay1

e 4 [2yi dlger;
® 3. 12’yi boler.

24



Sekil 11: 4 sayisi

Genelde, k ve a sayilar verildiginde, & - a ¢arpimi vardir. Bu-
rada

kisaca

O zaman
® L. k-a carpiminin boélenidir;
® q, k- a carpiminin Slgiistidiir.
Bu sekilde 6l¢gmenin ve bélmenin tanimlar: farklidir. Oklid gibi
bu iglemlerin sonuglarinin ayni oldugunu kanitlayacagiz.
Oklid Algoritmasi ile iki saymmn en biiyiik ortak olciisiinii
buluruz. Ornegin

62=4.14+ 6,

14=2.6+ 2,
6 =32,
yani
62—4.14+6,
14=2.6+2,
6=3-2,

dolayisiyla 62 ve |4’{in en biiyiik ortak olciisii 2’dir. Aymni
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sekilde

93=4.21+9,
21 =2-9+3,
9=3-3,

dolayisiyla 93 ve 21'in en biiyiik ortak Slgiisii 3’tiir.
Iki hesabimizda, (4, 2, 3) bolenler listesi ortaktir. Sonug ola-
rak 62'nin 14’e orani, 93%in 21’e oram ile aymidir; kisaca

62:14::93:21.
Genelde, a > b oldugunda, bir ve tek bir (my,...,m,) sayilar
listesi vardir ki bazi (ay,...,a,) sayilar listesi i¢in
a=a, b=ay > > a,

ve {a, b} ¢ifti i¢in Oklid Algoritmasinin asagidaki n adimi var-
dir:

Qp—| = Mp_| 'an+an+la

Ap = Mp - Apy |-

Bu durumda
® a,.1 sayisy, {a;,ay} ¢iftinin en biiytik ortak dl¢iistidiir;
® (my,...,my,) listesi, {a;,ay} ¢iftinin karsihikh ¢ikarma
dizisi veya antifiretik dizidir.
Oklid Algoritmasinin yontemi, karsiikl cikarmadir, ki Yu-
nanca’da dvbugaipeois (Latince’de anthyphaeresis).
Eger {c,d} ¢iftinin antifiretik dizisi, {a, b} ¢iftininki ile ayni
ise, o zaman (en eski tanima gore) iftlerin oran1 aymdir, yani
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giftler orantihidir. Bu durumda orantililigin bir denklik bagin-
tis1 oldugu hemen cikar.

Eger {a, b} ve {c, d} orantili ise, ve ayrica a > b ve ve ¢ > d
ise, o zaman

a:b:c:d, b:a:d:c

ifadelerini yazariz. Bunlarin her biri, ve onun ifade ettigi ay-
nilik, bir orantidir.

Oklid Algoritmasimin yukaridaki n adiminda a,,, her a;
say1smin bir 6l¢listidiir. Simdi a,, |, e olarak yazalsin. O zaman
oyle (ki,...,k,) vardir ki

a, =k -e, e a, =k, -e,

dolayisiyla algoritmanin adimlari,

Burada e’nin yerine herhangi f sayis1 konulabilir. Simdi
ky =k, ky =17/
olsun. O zaman
a=k-e, b=1"0-e,
ve herhangi ¢ ve d i¢in, onlarin en biiyiik ortak ol¢iisii f oldu-

gunda,
a:b:c:d
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ancak ve ancak
c=k-f, d=1-f.

Sonug olarak

‘a:b::(z:c ise b:c‘.

Toplama birlesmeli ve degismelidir:
a+(b+c)=(a+b)+c, at+b=b+a.
Bundan dolay1

k-(a+b)=(a+b)+- -+ (a+0)
=(a+--+a)+(b+---+Db)
=k-a+k-b.

Sonug olarak, yukarida gordiigiimiizden

a:bic:d ise a:b:(a+c):(b+d).

Bundan

a:b:(a+---4a):(b+---+Db),
yani

‘a:b::k-a:l«b.‘
Simdi yine
a:b:c:d

olsun, dolayisiyla

&:k'E, b:€'€,

c=k-f, d=10-f
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yazilabilir. Bu durumda

e:fuk-ek-f

oldugundan

e:fa:c
Aym sekilde

e:fub:d,
dolayisiyla

a:c:b:d.
Kisaca

‘@:b::c:d ise a:c::b:d.‘
Simdi
a-1=a, l:ba-1:a-b

oldugundan

l:bza:a-b,
dolayisiyla

l:a:b:a-b.
Ayni1 zamanda

l:a:b:b-a,
dolayisiyla

b:a-b:b:b-a.

Sonug olarak

a-b=b-a

Boylece bir carpimin olciileri ve bélenleri aynidir, dolayisiyla
carpma degismelidir.
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Sekil 12: 2-6 =34
Tekrar
a:buc:d
olsun, dolayisiyla bazi e, f, k, ve £ i¢in
a=k-e, b=1-e, c=k-f, d=1-f.
Carpma degismeli oldugundan
a-d=k-e-l-f=Ll-e-k-f=b-¢

kisaca
a-d=2b-c.

Tersi de dogru olmali. Boylece

‘a:b::c:d ancak ve ancak a-d:b-c.‘

Bu denklik, orantililigin tanimi olarak kullanilabilir, ama bu
durumda orani ayni olma bagintisinin gegisli oldugu, tamamen
acik degildir.

Oklid icin esitlik, geometrik bir kavramdir. Ornegin

2.-6=3-4
esitligi, Qekil 12’deki gibi ¢izilebilir. Bugiin ayni esitlik,
2 4

3 6
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bigiminde yazilabilir, ama burada 2/3 veya 4/6nin kendisi
i¢in agik bir geometrik anlami yoktur. Genelde a ve b sayisi
i¢in a/b,

{(z,y):a:b:x:y}
denklik sinifi olarak tanimlanabilir. Bir

a C

b d

esitligine gore (a,b) ve (c,d)’nin birbirinden farkli olabildigi
halde denklik siniflar1 aynidir, yani

a:b:c:d.

Biyiikliikler

Bir say1 olugturan birimler, sinirlanmig dogru, yiizey, veya ci-
sim olabilir. Bunlarin her biri, bir biiyiikliiktiir. Cinsi ayni olan
bityiikliikler karsilagtirilabilir. Ornegin bir A biiyiikliigii, bir B
biiyiikliigiinden biiyiik veya kiiciik olabilir, ve ikisi birbirine
esit olabilir. Bu durumda sirasiyla

A > B, A < B, A=B

ifadelerini yazariz.

Arsimet Aksiyomu sayesinde cinsi ayni olan biiyiikliiklerin
antifiretik dizisi vardir. Eger A > B ve [ > A ise, ve ayrica
{A,B} ve {I', A}’nin antifiretik dizisi ortak ise, o zaman eski
bir tanima gore

A:B:T:A.

Bu tamim, sayilarin orantililiginin tanimi ile aynidir. Bununla
birlikte, bazi1 biiyiikliiklerin antifiretik dizisi vardir ama son-
suzdur, dolayisiyla biiyiikliiklerin ortak ol¢iisii yoktur. Belki
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Sekil 13: Bir kare

bu sebeple biiyiikliikler icin Oklid’in verdigi orantihlik tanima,
kargilikli ¢ikarmay1 kullanmaz. Ayrica karsilikli ¢ikarmali ta-
nim ile, iki oranin karsgilagtirilmas: kolay degildir!

Bir 6rnege bakalim. Bir karenin kosegeninin ve kenarinin
antifiretik dizisi,

(1,2,2,2,...).
Zira Jekil 13'teki ABDC' karesinde
CF=CA, FE 1 CB, EG =FEF

olsun. O zaman F BE ii¢geninde B ve E koselerindeki acilarin
her biri, dik acinin yarisidir, dolayisiyla

EF = FB.
Ayrica CAFE ve C'FE {iggenlerinde, Pisagor Teoremi sayesinde
AE = EF.
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Sonug olarak

CB=CF+FB=CA+FB=AB+ FB,
AB = AE + EG+GB=FB+ FB+GB;

kisaca

CB=1-AB+ FB,
AB=2-FB+GB.
Simdi (F'B,GB), (AB, F'B) gibidir: her ciftte, birinci dogru
bir karenin kenaridir, ve ikinci dogru, ayni karenin kdsegeninin
ve kenarinin farkisina esittir. O zaman devam edebiliriz. A, F,
ve GG noktasi, Sekil 14’teki gibi sirasiyla A;, Ay, ve Az olsun.

O zaman C'B’de 6yle Ay, Ag, ... noktalar: vardir, ve A B'de
oyle As, A7, ... noktalar1 vardir, ki

AIB>A2B>A3B>A4B>A5B>...
ve her durumda
AnB: 2'A7’L+|B+An+28-

Bu sekilde Oklid Algoritmasi ile

CB=1-AB+ A,B,

AB = 2'A23+A33,

AB =2-A3B + A4,

AsB=2-A4B + AsB,

hesabi c¢ikar, dolayisiyla C'B’nin ve A; B’nin antifiretik dizisi
(1,2,2,...). Bu sekilde herhangi karenin kogegeninin ve ke-
narinin antifiretik dizisi (1,2, 2,...) olmali. Boylece 6rnegin

CB:A\B: EB:AyB.
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Sayilar carpilip kargilagtirilabildiginden, onlarin oranlari da
karsilagtirilabilir. Ashinda sayilarda, eger

a-d<b-c

ise, o zaman tanima gore

a:b<c:d
olsun. Eger ayrica

c:d<e:f
ise, o zaman

c-f<d-e,

dolayisiyla

a-d-f<b-c-f<b-d-e,
a-f<b-e,

ve sonug olarak
a:b<e:f.

Boylece oranlarin karsilagtirmasi gegislidir.
Benzer sekilde rasgele A ve B biiyiikliigi i¢in

{-A<k-B

1se
A:B<k:/?

olsun. Eger A ve B'nin orani varsa, ve ' ve A'nin farkli orani
varsa, o zaman Oyle k ve ¢ sayis1 vardir ki

A:B<k:/, Fr:A>k:/¢
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veya
A:B>k:/, FrA<k:/l

Bunu gosterecegiz, ama once ornegimize yine bakalim. Des-
cartes gibi uzunluklar igin kiigiik harfler kullanacagiz [8]. Sekil
14’te C'B’nin uzunlugu a olsun, kisaca

AB = a.
Ayrica
A/B=b
olsun. O zaman
AzB =a— b,
dolayisiyla
EB=b—(a—10)=2b—a.
Simdi
a) = a, b] = b,
ay = 2b— a, by =a—0b

olsun, ve genelde

Apt| = 2bn_am bn+| :an_bn

olsun. O zaman

() =00 5) 6)

Bu durumda, tiimevarim ile,
ani1) _ [(—1 2\"[a\
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ayrica Oyle k, ve £, sayma sayilar1 vardir ki
-1 2\" ok, =20,
(8 A) e (5 )
ki (1] ko1 [k + 20,
0 ) \1)’ lboiv ) \kn+4t, )
Zira

-1 2 kn —20,\  (—(kn+20,) 2(k,+ 1)
L =1 )\l k) Entln —(k,+20,))°

Simdi

ve

Uy = (= 1)"(kpa — 20,b),
burr = (= 1)"(—lha + kD).
Son egitlikten
bZn—H = _€2na + anba

lona + bopy1 = kopb,
Ezna < kznb,

ve sonu¢ olarak
a:b<ky,:ly,.

Benzer bir sekilde
konit i lonyy < a:b.

Buradaki k, ve ¢, sayilarinin bazi degerleri, yukaridadir.

n I 23 4 5 6 7 8
ko, 1 3 7 17 41 99 239 577
., 12 5 12 29 70 169 408

36 Pappus



Ayrica

17 41 239 577 99 17 3
T°5 2

Genelde

kn ka4 20, Kk,
by by knt b, 0,

kb + 20,2 — k2 — kol
N (kn + £,)0,
20,% — k,?
Ul

I

dolayisiyla

kni2 ko1 20,012 — ki ?
€n+2 €n+| €n+ | €n+2
2(kn + 0,)?% — (k, + 20,)?
£n+1£n+2
kn? — 20,2
€n+lgn+2

_ (knJrl kn) €n€n+l

boit b)) luyiloyo

Ayni1 zamanda

I I

ky ki 1
I~ 27 0,0

by 4
oldugundan, tiimevarim ile her durumda

kit kn o (=1t

_3
~2

£n+l gn B €n€n+| ‘
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Bu farklarin mutlak degerleri, azalan bir dizi olugturur ve is-
tedigimiz kadar kiigiik olabilir ¢iinkii

b = la gn—f—l =kn + 4, > 2€m

dolayisiyla

Bunlardan dolay1

ky o ks ko1 ko ks ko
- < J— < “ .. < - < . < P < - < J—
6 L3 lopy Loy by Ay

ve ky /¢, kesirli sayilarmin gergel limiti vardir. Bugiin bu limite
/2 denir.

Genelde ag, a, ay, ..., sayma sayisi olsun. Tanima gore

lap] = ao,

|

lag; a1] = ap + —,
a

|

l?
ay + —
a

]

lao; ay,ag] = ap +

lag; ar,ay, a3 =agp +
a) +
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olsun. O zaman
[ao] < [ag; ai],
lao] < [ag;ar,az] < |ag;ai],
lag] < [agsar,az] < lag;ar,az,as3] < [ag;ai],

ve hep beraber
[&0] < [ao;&|,&2] < [@0;@1,&2,&3,@4] < -
- < lags ay,ag,a3,a4,as] < [ag;ay,ay, a3 < [ag; a)]

Aslinda by, < cp;, ise

[ao;ala'"7a2k—1762k7b2k+|7"']
< [ao;a|7“‘7a2k71702k]
< [ao;alw“7a2k—1702k702k+|7”‘]7

ve benzer sekilde by, | < copy ise

[a0§ Apy..., A2k, b2/€+| ) b2k+27 - ]
> [a0§ Qpy..., A2k, CZkI-i—l]
> [ao; Qpy-e s A2y Cokt 15 C2k4 25 - - ]
Oyleyse eger
® A ve B'min antifiretik dizisi (ag, ..., an,b,...),
® [ ve A'nin antifiretik dizisi (ag,...,an, ¢, ...),
® )< ve
. D
l[ag;ay, ..., a,,| =

ise, o zaman istedigimiz gibi
A:B<p:g<T:A

veya
A:B>p:g>T:A

Oranlar ve orantilar
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Thales, Pappus, ve Desargues

Girig’te dedigimiz gibi, Pappus sik sik Sekil 15’teki Thales Te-
oremi’ni kullanir. Lemma VIII bir istisnadir. Bu lemmaya gore,
eger ABCDEF altigeninde, Sekil 16’da gibi

AB || DE, BC || EF

ise, o zaman

CD || FA.

Bu boéliimde bu lemmaya, Pappus Teoremi diyelim. Bu teorem
sayesinde, Argimet Aksiyomu’nu kullanmadan, orantililigi ta-
nimlayabiliriz. Iki yontem vardir.

1. Tanim olarak Thales Teoremi'ni kullanabiliriz. Bu du-
rumda :: “orani ayni olma” bagmtisinin bir denklik ba-
gintist oldugu acgik degildir. Bagintinin simetrik oldugu
aciktir, ama gecisli oldugunu gostermek ic¢in calismak zo-
rundayiz.

2. Carpma ile “orani ayni olma” bagintisini tanimlayabiliriz.
Bu durumda yine Thales Teoremi'ni kanmitlamak zorun-
dayiz.

Carpma ile baglayalim. Sayilarda, ¢carpmanin degigsmeli olu-

gunu gosterdikten sonra,

a:b:c:d ancak ve ancak a-d=b-¢c

denkligini kanmitladik. Bunu, :: bagintisinin tanimi olarak alir-
sak, bagmtinin gecisli oldugunu asagidaki gibi gosterebiliriz.
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BC | EF
Ia ancak ve ancak
AB:AFE :: AC - AF

Sekil 15: Thales Teoremi

Eger
a:b:c:d, c:d:e:f
ise, 0 zaman
a-d=0>-c, c-f=d-e,
dolayisiyla
a-d-f=b-c-f, b-c-f=b-d-e,
ve (esitlik gecisli oldugundan)

a-d-f=0b-d-e,
ve sonu¢ olarak
a-f="b-e,
yani
a:b:e:f

Sayilarin yerine uzunluklar kullanarak ayni sey yapabiliriz,
ama burada
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0 A E C
Sekil 16: Pappus Teoremi

® Girig’te dedigimiz gibi iki uzunlugun ¢arpimi bir alandir;

® {i¢ uzunlugun ¢arpimi bir hacim olur.
Alan ve hacim kullanmak istemezsek, 1637 yilinda René Des-
cartes’in yaptig1 gibi [8], ve 1899 yihinda David Hilbert’in daha
ayrintili bir gekilde yaptigr gibi [14], birim olarak bir uzunluk
segerek, Sekil 17’deki gibi iki uzunlugun carpimini yeni bir
uzunluk olarak tamimlayabiliriz. Descartes ¢arpmasinin degis-
meli ve birlesmeli oldugu, Pappus Teoremi'nden cikar. Sekil
16’da, eger

OA=0F

ise, o zaman ZOAF = ZOF A, dolayisiyla
Z0CD = LOAF = ZOFA = Z0DC,

ve sonug olarak

OoC =0D.
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H
oC =1,
OA = a, ise OD=a-b
A OB =1

Sekil 17: Descartes ¢arpmasi

Simdi ayrica O’daki ag1 dik olsun. Eger
OA=0F =1, OF =a, OB =b
ise, 0 zaman
OC =a-b, OD =b-a,

dolayisiyla
a-b=">b-a.

Bu sekilde Descartes ¢arpmasi degismelidir. Eger Sekil 16’da
OA=O0F =c¢, OF =a-c, OB=b-c
ise, o zaman
OC=a-(b-c), OD=b-(a-c),
dolayisiyla
a-(c-by=a-(b-c)=b-(a-¢c)=(a-c)-b.

Boylece Descartes carpmasi birlesmelidir.
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Sekil 18: Thales Teoremi igin birinci adim

Orantililik i¢in yeni tanimimiz ile Thales Theoremi’'ni kanit-
layalim. Sekil 18’de,
BC || EF ancak ve ancak AG = AH,

burada AG’nin anlami, AEGC paralelkenaridir, ve aym se-
kilde AH, ABHF paralelkenardir. Ayrintilar, [20] makalem-
dedir. Sekil 19u kullanarak

AG = AH ancak ve ancak AB-AF = AFE - AC.
denkligini gosterebiliriz. Yeni tanimimiz ile
AFE - AC = AB - AF ancak ve ancak AB:AE :: AC: AF.

Son ii¢ denklikten Thales Teoremi gikar.

Simdi, orantililigin tanimi olarak Thales Teoremi’'ni kabul
ederek “orani ayni olma” bagintisinin gecisli oldugunu goste-
recegiz. Bu gegislilik, Desargues Teoremi ile denktir [7]. Bu
teoreme gore, Sekil 20’de, eger
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R
A
//
X N M

Sekil 19: Thales Teoremi i¢in ikinci adim

AB || DE, AC | DF,

ise, 0 zaman

BC || EF.

Uc kere Pappus Teoremi’ni kullanarak 19o5 yilinda Gerhard
Hessenberg, Desargues Teoremi’ni kanitladi [13]. Sekil 21’de,

AB || DE, AC || DF
varsayillir. Eger ayrica
OB}y AC

ise, D noktasindan gecen ve LM dogrusuna paralel olan OB
gizeriz ve diyagrami tamamlariz. Pappus Teoremi ile

® ONDLAE altigeninde ON || AL,

® ONMLCB altigeninde BC' || M N,

® ONMDFE altigeninde EF' || MN.
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) _, 0

F

Sekil 20: Desargues Teoremi

Paralellik gecisli oldugundan
BC'|| EF.

Kalan durumda Sekil 22’deki gibi ABOC' bir paralelkenardir.
Bu durumda OB’de &yle bir E' vardir ki FE' || CB. Ik du-
rumdan DE' | AB, dolayisiyla E' noktasi zaten E’dir.
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Sekil 22: Hessenberg’in kanitinin 6zel durumu
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Oklid’in Porizmalar'i icin
Derleme’nin
VIl. Kitabinin
38 Lemmasindan
Ilk 19 Lemmasi
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Lemma | (Onerme 127)

193. Diyagram ABIAEZH olsun, ve
AZ:ZH :: AA: AT
olsun, ve ©K birlegtirilmig olsun. O zaman

OK || AT

Kanat. Z'dan BA’ya paralel olan ZA ilerletilmis olsun. Dolay1-
styla
AZ :ZH :: AA: AT

oldugundan tersine ve toplamayla ve izlemeyle (ve paraleller-
den)

AA:AZ ::TA: AH.

—_——

BA : AA

Boylece
AH || BT

Béylece (paralellerden)

EK:KZ
EB: BA ::
{E@ : OH.

Boylece
EK :KZ :: E@ : OH.

Boylece
oK || AT. O
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194. Bilesik oranlary kullanan kanat.
AZ :ZH :: AA: AT
oldugundan, tersine
HZ:ZA :: TA: AA.
Toplamayla ve izlemeyle ve ¢cevirmeyle
AA:AZ - AT TH.

Ama
AA: AZ :: (AB:BE)(E©: OH),

bdylece

(AB: BE)(EK : KZ) :: (AB: BE)(E® : ©H).

Lemma I

51



A
E
-
t NA \
K ©
© K
B
A
r
A z A H
Ortak AB : BE orami kovulmus olsun. Boylece kalan
EK:KZ :: E©: OH.
Boylece
oK || AT. O
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Lemma I

ve)
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Lemma Il (Onerme 128)

195. Diyagram ABFAEZHO [olsun|, ve AZ AB’ya paralel olsun,
ve
AE:EZ::TH:HZ

[olsun]. O zaman

0, K, ve Z'dan [gegen ¢izgi| dogrudur.

Kanat. H'dan AE boyunca HA ilerletilmig olsun, ve birlegtiril-
mis olan ©K A’ya uzatilmig olsun.

AE:EZ ::TH:HZ
oldugundan, izlemeyle
AE:TH :: EZ:ZH.

Ayrica
AE:TH :: E©: HA

(¢linkii iki dogru iki dogruya paralel, ve izlemeyle). Boylece
EZ:ZH: E©:HA.
Ayrica E© HA’ya paraleldir. Boylece
O, A, Z’dan [gegen ¢izgi| dogrudur,

yani ©, K, Z'dan. O
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Lemma 11l (Onerme 129)

196. Uc¢ dogru AB, TA, ve AA iizerine iki dogru ©E ve ©A
siirdiiriilmiis olsun. O zaman

OE-HZ:©OH -ZE:: ©B-Al: ©A - BI'.

Kanat.

® O’dan gegen ve Z['A’ya paralel olan KA ilerletilmis olsun,
ve AA ve AB bununla kesigmis olsun K ve A noktalarinda;

® A’dan da gegen ve AA’ya paralel olan AM de [ilerletilmisg
olsun|, ve EO ile kesigmis olsun M’de.

Dolayisiyla,

EZ:ZA :: EO: OA,
AZ:ZH :: A : M

(¢linkii ikisi, OK : ©H ile ayni, parallerden), [ve bunlar| oldu-
gundan, boylece esitlikten

EZ:ZH :: E©: ©OM.

Boylece
©E-HZ =EZ - oM.
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EZ - ©H da bagka rasgele bir [garpimdir|. Boylece
E©-HZ:EZ-HO ::EZ-©M:EZ-HO
:: ©OM: GH
2 AO : OK.
Aymi [sekil|de
KO:0A ::0A-Blr: 0B -TA.
Boylece tersine
ANO:OK:©B-TA:OA . BI.

Ve
N®-OK: EO® -HZ:EZ- -HO

gosterilmis oldu. Ve boylece

E©O-HZ:EZ-HO :: ©B-TA:OA-BI.

Lemma II1
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197. Bilesik oranlar, kullanan kanat.

©E-HZ:OH- ZE :: (BE: EZ)(ZH : HO),

oldugundan, bdylece

Ayrica

Boylece

©OE-HZ:©OH-EZ ::

(OA:

OE -

Aymni [sebeplle

Ve tersine

Ama

OA -

OB -

OE -

oldu. Ve boylece

58

OE - ZH :

OE: EZ

1 ON L ZA,

ZH:HO :: ZA : 6K

ZA)(ZA:

HZ : ©H -

Blr: oB -

FA:OA-

ZH: OH

OH - ZE

(OA: ZA)(ZA : ©K).

OK) :: OA: BK.

ZE :: O\ : ©GK.

A OK : ©OA.

Bl :: ©A : BOK.

-ZE :: OA: ©K

©OB-TA:OA-BT.
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Lemma IV (Onerme 130)

198. Diyagram ABFAEZHOKA [olsun]|, ve
AZ-BlN:AB-TZ:: AZ-AE: AA-EZ
olsun. O zaman

©, H, ve Z noktalarindan [gegen ¢izgi| dogrudur.

Kanat. AZ-BI:AB-T'Z :: AZ-AE:AA-EZ oldugundan izlemeyle

AZ-Bl':AZ-AE:: AB-TZ:AA-EZ.
BI': AE

Ama (eger K'dan AZ’ya paralel olan KM ilerletilmis ise)

Bl : AE :: (Bl : KN)(KN : KM)(KM : AE),
AB-TZ:AA-EZ:: (BA:AA)(TZ: ZE).

NK : KM ile ayni olan ortak BA : AA kovulmusg olsun, Boylece

kalan ['Z: ZE :: (Bl : KN)(KM: AE).
N—— ) N —
Or :Ke KH:HE
Boylece

O, H, ve Z’dan [gegen ¢izgi| dogrudur.

Zira eger E’dan ©I’ya paralel olan EZ’yi ilerlersem, ve birles-
tirilmis olan ®H Z’ye uzatilmig olursa,
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® KH:HE: KO©:Ez,

® (F®:0OK)(OK:EZ) bilegimi OF : EZ oraniyla degistirilir,
ve
MZ:ZE:TO:EZ.
@ EZ’ye paralel olunca, boylece
O, Z, ve Z'dan [gegen ¢izgi| dogrudur

(zira bu apagiktir), dyleyse ayrica

O, H, ve Z’dan [gegen ¢izgi| dogrudur. O]
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Lemma V (Onerme 131)

199. Eger diyagram ABIAEZHO ise [ve ozel olarak A, H, ve
©’dan gegen ¢izgi dogru ise],

AA: Al :: AB: Bl
meydana gelir. Dolayisiyla AA : Al :: AB : BI" olsun. O zaman

A, H, ve ©’dan [gegen ¢izgi| dogrudur.

Kanat. H'dan AA’ya paralel olan KA ilerletilmis olsun. Dolay1-
styla
AA: Al :: AB: Bl

oldugundan, ama

AA AT 22 KA 2 AH,
AB: Bl :: KH: HM

oldugundan, boylece ayrica
KA : AH :: KH: HM,
ve

kalan HA : kalan AM :: KA : AH
AA AT
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Izlemeyle

AA:HA :TA: AM
2 AO : OA,

ve HA AA’ya paraleldir. Boylece
A, H, ve © noktalarindan [gegen ¢izgi| dogrudur;

zira bu apaciktir. O
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Lemma VI (Onerme 132)

200. Yine eger diyagram |ABFAEZH] ise, ve AZ BlMya paralel
ise,
AB = BI'

meydana gelir. Dolayisiyla esit olsun; o zaman

|[AZ BIMya| paraleldir.

Kanat. Olur da. Zira eger EB’da HB’ya esit olan BO’y1 koyar-
sam, ve A@ ve Oy1 birlegtirirsem,

paralelkenar A©'H meydana gelir,

ve bundan
AA:AE :: TZ:ZE

(zira soylenmig [iki oranin| her biri ©H : HE oramiyla aynidir).
Oyleyse
AZ || AT O
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Lemma VI
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Lemma VIl (Onerme 133)

201. Diyagram olsun, ve AB ve BI'nin orta orantilis1 BA olsun
(téd5v AB BI™ péon &védoyov #otw 7y BA).! O zaman

ZH || AT

Kanat. EB uzatilmig olsun, ve A’dan AZ dogrusuna paralel olan
AK ilerletilmis olsun, ve 'K birlegtirilmis olsun. Dolayisiyla

'B:BA:: AB: BA,

AB:BA :: KB:B®
oldugundan, ayrica

B:BA:: KB:B®O.

Boylece
AO || KT.

Dolayisiyla yine
AZ:ZE ::TH: HE

(zira her oran KO : ©E oraniyla aynidir). Oyleyse
ZH || AT. O

"Yani AB: BA :: BA: Bl olsun. Ogeler Onerme VI.13%{ine bakin. Yunan
f péom &véhoyov teriminin Ingilizcesi mean proportional’dir, Grnegin
lisede kullandigim geometri ders kitabinda [28, s. 239]. Tiirkge’de De-
mirtag “orta orantil’” kullanir [5, s. 214], ama Atatiirk “ortakoran”
kulland: [2, s. 35].
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Lemma VII
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Lemma VIII (Onerme 134)

202. Diyagram (6 Bwpioxos “kii¢iik sunak”) ABFTAEZH olsun, ve
AE Blya, ve EH BZ’ya, paralel olsun.

O zaman
AZ || TH da.

Kanat. BE, AT, ve ZH birlestirmis olsun. Boylece

ABE {i¢geni AlE {iggenine esittir.
Ortak AAE ti¢geni eklenmis olsun. Boylece

ABE {ggeninin tiimii, FAA ii¢geninin timiine esittir.

Yine BZ EH’ya paralel oldugundan

BZE {i¢cgeni BZH ti¢genine esittir.
Ortak ABZ iiggeni ayrilmig olsun. Béylece

kalan ABE ti¢geni, kalan AHZ ii¢genine esittir.

Ama
ABE tiggeni AIA liggenine esittir.

Boylece
ATA {icgeni de, AHZ {i¢genine egittir.
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Ortak AIH ti¢geni eklenmis olsun. Boylece
'AH tiggeninin tiimii, [ZH {i¢ggeninin tiimiine egittir.
Ve ayn1 'H tabanindadirlar. Boylece

MH | AZ. O
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Lemma IX (Onerme 135)

203. Ucgen ABT olsun, ve orada AA ve AE siirdiiriilmiis olsun,
ve Blya paralel olan ZH ilerletilmis olsun, ve ZOH egilmis
olsun, ve

BO:0IN:: A®: GE

olsun. O zaman
KA || BT

Kanit. Zira
BO: 0l :: AO: OE

oldugundan, boylece

kalan BD : kalan GE :: A® : ©E.

Ve
BA: El :: ZM : NH;

bdylece ayrica
ZM :NH :: A© : OE.

Izlemeyle
ZM: A© :: NH: ©E.

Ama paralellerden

ZM: A@ :: ZK : KO,
HN: ©OE :: HA: AO,

70



Z M N H
K
A
B A C] E r
ve boylece
ZK : KO :: HA : AO.

Boylece

KA || HZ.
oyleyse 'B’ya. O
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Lemma X (Onerme 136)

204. Iki dogru BAE ve AAH iizerine, ® noktasmdan gecen iki
dogru A® ve OE siirdiiriilmiis olsun, ve

A© -BlM:Al'-BO :: ©H - ZE : ©E - ZH
olsun. O zaman

[, A, ve Z'dan gegen [¢izgi| dogrudur.

Kanat.

® ©’dan ve 'A’ya paralel olan KA ilerletilmis olsun,

AB ve AA ile K ve A noktalarinda kesismis olsun,

N'dan AA’ya paralel olan AM ilerletilmis olsun,

E© M’ye uzatilmis olsun,

K’dan AB’ya paralel olan KN ilerletilmis olsun,
® A® N’ye uzatilmig olsun.
Dolayisiyla paralellerden

A© :ON :: Al: B
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A

olmus oldugundan, boylece
A© -TB = Al - ©N.
AT - BO da bagka rasgele bir [¢arpimdir|. Béylece
A©-Br:Alr-Bo ::TA-ON:Al-BO
;2 ©ON: OB.
Ama
©A-BIr:Al'-BO :: ©H-ZE: ©E - ZH
varsayilir, ve
©ON: OB :: KO : OA
: HO : oM (paralellerden)
" ©OH-ZE: M- ZE.

Lemma X



Ve boylece

OH-ZE:©OE-ZH: ©OH-ZE: OM - ZE.

Boylece

OE-ZH =06M-

Ve boylece

OM:OE :: HZ:

Toplamayla ve izlemeyle

ME:EH:: ©OE:EZ.
Ama

ME: EH :: AE: EA,
ve boylece

AE:EA :: OE: EZ.
Boylece

AZ || KA.
Ama
FA da [KA’ya paraleldir|.

Boylece

ZE.

ZE.

F'AZ dogrudur.

0

Bunun durumlari, tersi olan 6nceden yazilmiglarinki [yani

Lemma III'iin durumlari| gibidir.
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Lemma X
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Lemma XI (Onerme 137)

205. Uggen ABT [olsun], ve AA BIMya paralel [olsun], ve siirdii-
riilmiis olan AE, BI" ile E noktada kesigmis olsun. O zaman

AE-ZH:EZ-HA :: TB: BE.

Kanat. T'dan AE’a paralel olan I'© ilerletilmis olsun, ve AB
©’ya uzatilmig olsun. Dolayisiyla

FA:AH:TO©:ZH,
FA:AH:: EA: AH
oldugundan, dahi
EA:AH :: OF : ZH.
Boylece
re-AH=EA - ZH.
EZ - HA da bagka rasgele bir [garpimdir|. Boylece
AE-ZH:AH-EZ ::T©-AH:AH-EZ
nT®:EZ
:: I'B: BE.
Dolayisiyla
AE-ZH:EZ-HA :: T'B:BE.

Eger AA paraleli diger tarafa da ilerletilmis ise, ve AE A’dan
Mnin Gtesine siirdiiriilmiis ise, ayni sey [dogrudur]. O
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Lemma XI
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Lemma XlI (Onerme 138)

206. Bunlar gimdi kanitlanmis olunca, eger AB ve I'A para-
lel ise, ve bunlarin iizerine baz1 dogrular AA, AZ, BI', ve BZ
diiserse, ve EA ve EI birlegtirilirse, o zaman

H, M, ve K’dan gegen |[gizgimin| dogru oldugu
gosterilecek.

Kanat. Zira AAZ {i¢gen oldugundan, ve AE AZ’ya paralel ol-
dugundan, ve AZ’ya Mda diigen EI siirdiiriilmiis oldugundan,
onceden yazilmiglara gore

AZ:ZI = TE-HO®:T'H - BE

meydana gelir. Yine MBZ ii¢gen oldugundan, ve 'A’ya para-
lel olan BE ilerletilmis oldugundan, ve F'ZA’ya A’da diisen AE
siirdiiriilmiis oldugundan

FZ:ZA :: AE-AK: AK - AE
meydana gelir. Boylece tersine

AZ :ZI" :: AK - AE : AE - AK
meydana gelir.

AZ:ZI :TE-HO:TH: ©OE
da oldu. Ve boylece

E-HO:TH-OE :: AK-AE: AE - KA.
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I Z A

Dolayisiyla iki dogru EI' ve EA, iki dogru 'MA ve AM@’ya siir-
diiriilmiis oldugundan, ve

[E-HO:TH-OE :: AK:-EA: AE - AK
oldugundan, boylece
H, M, ve K’dan [gegen ¢izgi| dogrudur;

zira bu gosterilmis oldu. O
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Lemma XIlI (Onerme 139)

207. Ama o halde AB ve I'A paralel olmasin, ama N’de kesigmis
olsun. O zaman yine

H, M, ve K’dan gegen [¢izgi| dogrudur.

Kanat. Ug dogru AN, AZ, ve AA iizerine ayni I noktasindan
iki dogru I'E ve I'A siirdiiriilmiis oldugundan,

TE-HO:TH:©E::TN-ZA:NA-TZ

meydana gelir. Yine ayni A noktasindan, ii¢ dogru BN, BI', ve
BZ iizerine iki dogru AE ve AN siirdiiriilmiis oldugundan

NIC-ZA:NA:ZIN:: AK-EA: AE - KA.

Ama
NC-ZA:NA-TZ::TE-HO©:TH-O©E

gosterilmig oldu. Ve dolayisiyla
ME-©H:TH:OE :: AK-EA: AE - KA.
O halde 6nceden yazilmiglara gore

H, M, ve K’dan gegen [¢izgi| dogrudur. O]
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Lemma XIV (Onerme 140)

208. AB 'A’ya paralel olsun, ve AE ve 'B stirdiiriilmiis olsun,
ve |0yle] bir nokta BH'da Z [olsun]| ki

AE:Er::TB-HZ:ZB-TH
[olsun]. O zaman

A, Z, ve A’dan [gegen ¢izgi| dogrudur.

Kanat.

® A’dan Blya paralel olan A® ilerletilmis olsun, ve AE @’ya
uzatilmig olsun,

® O’dan 'A’ya paralel olan ©K [ilerletilmis olsun|, ve BI’
K’ya uzatilmig olsun.

Dolayisiyla

AE:El::TB-ZH:ZB-TH,
AE :El :: A© :TH
wA®-BZ:TH-BZ

oldugundan, bdylece

BI-ZH :: A® - BZ.
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K S

Boylece
MB:BZ: A©:HZ
2 TK:HZ
orant1 vardir. Boylece ayrica
KB timi : BH timi :: KIM: ZH
2 AO: ZH.
Ama paralellerden
KB :BH :: {@A:AH’
AO© : ZH.
Ve AO ve ZH paraleldir. Boylece

A, Z, ve A noktalarindan [gecen ¢izgi| dogrudur.

Lemma XIV
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Lemma XV (Onerme 141)

209. Bu 6nceden bakilmig olunca, AB "'A’ya paralel olsun, ve
bunlarin iizerine dogrular AZ, ZB, TE, ve EA diismiis olsun, ve
BI" ve HK birlegtirilmis olsun. O zaman

A, M, ve A’dan [gegen ¢izgi| dogrudur.

Kanit. AM birlestirilmis olsun ve ©’ya uzatilmig olsun. Dola-
yisiyla BI'Z iiggeninin B tepe noktasindan 'A’ya paralel olan
BE ilerletilmis oldugundan ve AE siirdiiriilmiis oldugundan,

FZ:ZA :: AE - KA:EA - KA
meydana gelir. Ayrica
AE-KA:AK-AE::TH-©E:TE-HO

(zira {i¢ dogru A, A®, ve HK {izerine aym E noktasindan iki
dogru ET ve EA siirdiiriilmiistiir). Boylece

AZ:ZI ::TE-HO :TH - ©E.

Ayrica
0, M, ve A’dan [gegen ¢izgi| dogrudur.

Boylece onceden yazilmistan ayrica

A, M, ve A’dan [gegen ¢izgi| dogrudur. O]
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Lemma XV
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Lemma XVI (Onerme 142)

210. Iki dogru AB ve AT iizerine ayni A noktasindan AB ve
AE siirdiiriilmiis olsun, ve bunlarda H ve © noktalar1 alinmis
olsun, ve

EH-ZA:AE-HZ ::BO -TA:BA-T©
olsun. O zaman

A, H, ve ©’dan [gegen ¢izgi| dogrudur.

Kanat. H'dan BA’ya paralel olan KA ilerletilmig olsun. Dolay1-
siyla
EH-ZA:AE-ZH::BO-TA:BA-T©

oldugundan, ama

EH-ZA: AE-HZ :: (HE:EA)(AZ: ZH)
o (KH:BA)(TFA : HA)

oldugundan, ve ayrica
BO-TA:BA-TO :: (©B:BA)(Ar:TO)
oldugundan, boylece

(KH:BA)(TFA:HA) :: (BO: BA)(Ar : TO).
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E
K A
Z
B e r A
Ve
KH:BA :: (KH:BO®)(BO: BA);
boylece

(KH:B®)(BO:BA)(FA: HA) :: (BO:BA)(Ar:TO).
Ortak B© : BA orani kovulmus olsun. Béylece kalan
(KH:BO)(FA:HA) :: AT : T©
2 (AT HA)(HA - er).
Ve yine ortak Al : HA orani kovulmug olsun. Boylece kalan
KH:BO© ::HA:Or.

Izlemeyle
KH:HA :: BO: 0T,
ve KA ve BI' paraleldir. Boylece

A, H, ve © noktalarindan [gegen ¢izgi| dogrudur.

Lemma XVI

O
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Lemma XVII (Onerme 143)

211. Ama o halde AB ve I'A paralel olmasin, ama N’de kesigmis
olsun.

Kanat. Dolayisiyla ayni A noktasindan {i¢ dogru BN, BI', ve BZ
iizerine iki dogru AE ve AN siirdiiriilmiis oldugundan,

NA-TZ:NIM-AZ :: AE - KA : EA - KA.

Ve
EA-KA:EA-KA::E© - -TH:El-©H

(zira yine ti¢ dogru '\, A®, ve HK {izerine ayni E noktasindan
stirdiiriilmigtiir iki dogru EI" ve EA). Ayrica

E©@ -TH:EM-©H :: NA-TZ:NI'- ZA.
O halde 6nceden yazilmigtan
A, ©, ve N'dan [gegen ¢izgi| dogrudur.
Boylece

A, M, ve N'dan [gegen ¢izgi| dogrudur. O]
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Lemma XVIII (Onerme 144)

212. Uggen ABI [olsun|, ve B[Mya paralel olan AA ilerletilmis
olsun, ve AE ve ZH siirdiiriilmiis olsun. Ayrica

EB2:El-TB:: BH:HI

olsun (é’c‘roo 8¢ ws TO &md EB mpds T6 Umd EINB, oUtws 71 BH
mpos Thy HIM). O zaman BA birlestirilirse,

O, K, Mdan [gegen ¢izgi| dogru olur.

Kanut. EB? :El-TB :: BH: HI oldugundan, EI - B : EB - Bl ile
ayni olan ortak 'E:EB orani eklenmig olsun. Boylece egitlikten

:: (BH:HM)(Er-rB:EB-BI).
Elr: EB

EBZ:EB-Bl
EB: Bl

Oyleyse

EBZ :EB - Bl :: (BH : HI")(ET : EB)
EM-BH:EB-TH.

Onceden yazilmis lemmadan

EB:BI:: AZ-©OE: AE - ZO,
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C)
E B H r
ve boylece
E-BH:TH-EB:: AZ-OE: AE - ZO.
Boylece

O, K, ve Mdan [gegen ¢izgi| dogrudur,

zira bu, [Lemma X'un| kargit tersinin durumlarindadir. 0
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Lemma XIX (Onerme 145)

213. Uc dogru AB, AT, AA iizerine bir E noktasindan iki dogru
EZ ve EB stirdiiriilmiis olsun. Ayrica

EZ:ZH :: ©E : ©H

olsun. O zaman
BE:BI':: EA: Al

meydana gelir.

Kanat. H'dan BE’a paralel olan AK ilerletilmis olsun. Dolay1-
styla
EZ:ZH : E©:0OH

oldugundan, ama

EZ:ZH :: EO: ©GH,
E©:OH :: AE: HA

oldugundan, boylece ayrica
BE : HK :: AE : HA.

Izlemeyle
EB: EA :: KH: HA.

Ve
KH: HA :: Bl : TA.
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Boylece ayrica

BE: EA :: BI: TA.

[zlemeyle

EB:BIN:: EA: AT.

[Diger| durumlar da benzerdir.

Lemma XIX

93



Ek

Fiiller Sozliigii

&yw ilerle= (6rnegin Lemma I’de: "Hy8w &1& ToU Z Tff BA
TapdAAndos 1) ZA, “Z’dan BA’ya paralel olan ZA ilerletil-
mis olsun”)

&dydyw (sadece Lemma IV'te: E&v y&p &1& 1o E T
O TapdAAnlov &ydyw Thv EZ, “Eger E’dan Oya
paralel olan EZ ilerlersem”)

Sidyw siirdiir= (6rnegin Lemma I1T’te: Eis Tpels eUfeiag
T&s AB TA AA SinxBwoav dUo elbsion ai OE OA,
“Uc dogru AB, TA, ve AA fiizerine iki dogru ©E ve
OA sirdirilmis olsun’)

a1péw
&parpiw ayir— (Lemma VIII)

BéAAc
ékPadiw uzat—=
peTaPéAAw degistir=

yryvopa ol= (dog=, meydana gel=)

YP&pw
Trpoyp&ew Onceden yaz—=

Seikvupl goster—=
&mrodeikvup kanitla= (Lemma XII)

gip ol=

éped soyle= (Aéyw'nun gelecek zamam olarak kullanilir.
Lemma VI'da sadece: ékatépwv ydp TV epnuévewv o6
aUTOS ot & Tiis OH mpds v HE Adyos, “zira soylen-
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mig |iki oramn| her biri, ©H : HE oraniyla aynidir”)

ixw -i ol=

{ebyvum birlestir=
¢émlsUyvum birlestir=

Beopiw
TpoBewpéw Onceden bak= (Sadece Lemma XV'te:

ToUTou TpoTeBewpnuévou |genitivus absolutus|, “Bu
6nceden bakilmig olunca”)

Kelpar otur=
Trpookeipon eklen—

UTroksipon varsayil=

kAdw eg— (Lemma IX: kexA&oBe f) ZOH, “ZOH egilmis olsun”)

KpPoUw
tkkpoUuw kov=

Aoappdvw al= (Lemma XVI'da: ¢’ adtédv eidipBw onuela T&
H ©, “bunlarda H ve © noktalar1 alinmus olsun”)

TTITTTW
épmiTrTw lizerine diig=
oupmitrTw kesig= (her zaman cupmmriTes [tekil] veya

cupmmTéTwoav [¢ogul|, “kesismis olsun”)

Tifnm koy= (Lemma VI: 2&v y&p émi tfis EB 8& Tf HB ionv
v BO, “zira eger EB’da HB’ya esit olan BO’y1 koyar-
sam”)

Tuyxdvw rastla= (Tuxév, ‘rasgele” agagiya bakin)
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Edatlar Sozligii
&AA& ama

&AAo & T1 TUXOV TO UTTO TV ... ... ... +... da bagka ras-
gele bir [¢arpimdir| (6rnegin Lemma III'e bakin)

&pa boylece
&1 TadT& ayni [sebeplle
yé&p zira
[genitivus absolutus] -ince
8¢ de, ve
&1 o halde
émrei -diginden
kai de, dahi, ve, ayrica—ornegin Lemma ['de:
goTv &pa ws | EB mpds v BA,
oUTws év mapadMnAw 1 EK mpos v KZ,

kai 7| E© mpds thiv OH,

EK : KZ,

Boylece paralellerden EB : BA ::
AO : ZH.

kaT& T& auTtd ayni [sekil|de
pév...8¢ o. .. 0. .. de

oUv dolayisiyla
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&AW yine
TouTéioTwv yani—ornegin Lemma I'de:

goTv ws 1 AA mpds v AZ,

TouTéoTv €V TTAPoAANAw s 1) BA mpos thv AA,

oUtws 1 M'A mpos thHv AH,

AA:AZ :: TA: AH,
——
BA : AA

ve Lemma IIT'te:

ws TO UTd TOVY EO© HZ Trpds 16 Umd EZ HO,
oUTtws 16 UTd EZ OM Tmpds 16 umd EZ HO,
TouTéoTwv 1) OM Trpds OH,
TouTéoTwv 1| AO Trpods Ty OK,

E©-HZ:EZ-HO ::EZ-OM:EZ-HO
. ©OM: OH
:: \O : BK.

woTe Oyleyse

Ek
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Yunan Alfabesi

alfa

beta

gamma,

delta

epsilon (“giplak €”)
zeta

eta

theta

iota

kappa

lambda

mi

ni

ksi

omikron (“kii¢iik 0”)
pi

ro (rho)

sigma

tau

iipsilon

fi (phi)

hi (khi, chi)

psi

omega (“bityiik 0”)

D 4 0wm=< T ¥R = 3 vvwom X D Q

a
n

D E€EXHBB<KAIMTITIOMNZI>A—0O0OINMD>1WX

E € X ©6 c A

Harfler, Yunan Font Dernegi'nin “NeoHellenic” fontundan ali-
nir. Bu font

§=2, E=€ (=3 Zz=Z=I Q=W

alternatif bigimlerini saglar. Sigmanin kii¢iik ¢ bi¢imi sadece
bir sozciigiin sonunda kullanilir.
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yazar eserinin ad1 Yunancasi Ingilizcesi

Oklid Veriler AeBdueva Data

Apollonius Oranin Kesilmesi Aoyou &moTopt Cutting-off of a Ratio
Apollonius Alanmin Kesilmesi Xwplou &TmoTtoun Cutting-off of an Area
Apollonius Belirli Kesit Mwpiopévns Toun Determinate Section
Apollonius Tegetler Etrogad Tangencies

Oklid Porizmalar TMopiopaTa Porisms

Apollonius Yonelmeler NeUoeis Vergings
Apollonius Diizlem Yerleri ToéTro1 émiédor Plane Loci
Apollonius Koni Kesitler: Kowvikai Conics

Aristaeus Cisim Yerleri ToéTrol oTepeoi Solid Loci

Oklid Yiizey Yerleri Tomor T&v mpds émeaveia  Surface Loci
Eratosthenes Ortalar hakkinda — Tlepl pecoTtnTaon On Means

Analiz Hazinesi’'nin igindekiler. (*Eserin kitap [cilt] sayisi)



