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1 Tam Dortgen Teoremi

Sekilde BD’nin AL’yi C’de kesmesi igin, gerek ve yeter bir
kosul,
LA:FE::HL-AC:HF -EC

orantisinin saglanmasidir.

A D K

B L

Kisaca verilen harfli bir diyagram icin Tam Dortgen Te-
oremi’nin bir kanmitini isteyebilirim. Yukaridaki tam dortgen

BDKJ olur.



1.1 Durumlar

Pappus’un Lemma I, IV, V, VI, ve VII'sini bir arada anla-
yabiliriz. Zira iki dogru, bir A noktasinda kesigsin. (Bundan
sonra diyagramlar ¢izmeyecegim; liitfen kendi diyagramlarinizi

¢izin.) Verilen dogrulardan
e birinde B, C, D, E, ve F noktalar1 otursun;
e digerinde H ve J noktalar1 otursun.

Higbir dogrunun noktalariin sirasi verilmez, ama
e BH ve CJ, K noktasinda kesissin;
e DH ve FEJ, L noktasinda kesigsin.

Lemma I'V’e gore

AF -BC:AB-CF :: AF-DE:AD-EF

1se
F noktas1 KL dogrusundadir.
Bunun tersi de dogrudur. Ayrica (1),

AF -BC:AF-DE :: AB-CF:AD-EF
ile denktir, ve bu oranta,

BC:DE :: (AB:AD)(CF: EF)

(1)

(2)

(3)

bigiminde yazilabilir. Asagida (3)’iin ve (2)'nin birbiriyle denk
oldugunu gosterecegiz. Bundan o6nce verilen denkligin degisik

bicimlerine ve 6zel durumlarina bakalim.

Bu 6zel durumlardan birinde, D ile C' aynidir, ama Pappus
bunu vermez. Lemma V’te, D ile C ve F ile A aymidir. Bu

durumda (3),
BC:CFE:: AB: AE



olur. Bu oranti,
AB:BC :: AE:CFE
ile denktir. Buna gore AC dogru parcasinin B’deki ve E’deki
boliinme oranlar1 aynidir.
Lemma I, Lemma IV’in 6zel bir durumu degildir, ama
ikisi daha genel bir teoremin 6zel durumlaridir. Lemma [’de F
noktasi, sonsuza ge¢migtir. O zaman (2),

KL | AB (4)
olur ve (3),
BC:DE :: AB: AD (5)
olur. Bu oranti, hem
AB:BC :: AD: DFE
hem de
AB:AC :: AD: AE (6)

ile denktir. Lemma I'in tersi de dogrudur, yani (4) ise (6) olur.
Iki 6zel durum vardir.
e Lemma VII’de D ile C aymdir, dolaysiyla (6),

AB: AC :: AC : AFE

olur. Bu durumda AB ve AE’nin orta orantilisi, AC olur.
e Lemma VI'da D ile C' ve E ile B aynidir, dolayisiyla

(6),
AB: AC :: AC : AB

olur. Burada B ve C birbirinden farkli oldugundan, son
orantidan

BA = AC (7)
esitligi cikar.



Bu notlarin tek esitligi, (7)’dir. Bir oranti, bir “aymliktir.”
Oklid geometrisinde bir esitlik, bir aynilik olmayabilir. Ornegin
(7)’de BA ve AC, aynm1 dogru parcasi degildir. Ikizkenar bir
iiggende iki kenar birbirine esittir; tabii ki bu kenarlar birbi-
riyle ayni degildir. Ayni zamanda (6)’ya gore

AB: AC, AD : AFE,

ifade olarak farklidir, ama aym oram ifade ediyorlar. Matema-
tikte bugiin esitlik, normalde aymlik olarak anlagilir, ve (6),

AB _ AD
AC  AE

olarak yazilir. Bu yanhg degildir, ve istediginiz ifadeleri kulla-
nabilirsiniz.

1.2 Kanitlar

Pappus her lemma icin farkl bir kanit verir, ama ayni fikir her
durumda kullanilabilir. Bu fikir, Menelaus Teoremi’dir. Bir
PQR tcgeninde

e P(Q kenar1 Z noktasinda,

e PR kenar1 Y noktasinda,

e (DR kenar1 X noktasinda

kesilmis olsun. Menelaus Teoremi’ne gore
Z noktast XY dogrusundadir (8)
ancak ve ancak

(QX : XR)(RY :YP)::QZ:PZ. 9)



Zira P’den gecen, () R’ye paralel olan dogru XY ’yi T’de kessin.
Thales Teoremi sayesinde (8) ve

QX :PT::QZ:PZ (10)
orantist denktir. Ayrica

RY:YP:: XR:PT
orantisi dogrudur, dolayisiyla

QX :PT:: (QX : XR)(XR:PT)
2 (QX  XR)(RY :YP).

Bu sekilde (10) ve (9) denktir. Béylece Menelaus Teoremi
kanitlanmigtir.
Eger Z noktasi sonsuza gecerse, o zaman

e (8), XY | QP olur,
e (9), QX :XR:: PY :YR olur,
e Menelaus Teoremi, Thales Teoremi olur.

Simdi Lemma IV’ ve tersini kanitlayalim. Menelaus Te-
oremi’'ni li¢ kere kullanacagiz, EC'J, CAJ, ve FAJ tggenleri
ile. Ilk olarak, FC'J {iggeninde, (2) ve

(CK:KJ)(JL:LE)::CF:EF (11)
denktir. Kalan iki {iggen ile (11)’deki ilk iki orami igin yeni
bigimler elde edecegiz.

e AC'J tiggeninde

CK:JK ::(CB:BA)(AH: HJ). (12)



e AJE iiggeninde
JL:EL::(JH:HA)(AD: DE). (13)
Burada (12)’yi ve (13)’ii garparak
(CK:KJ)(JL:LE):: (CB:BA)(AD: DE)

orantisini elde ederiz, ve bundan

(CK:KJ)(JL:LE)::(AD: AB)(BC: DE). (14)
O halde (11) ve

(AD: AB)(BC :DE) :: CF: EF

denktir. Ayrica bu orant1 ve (3) denktir. Bu sekilde Lemma
IV ve tersi kanitlanmigtir.

Pappus, acik bir sekilde Menelaus Teoremi'ni kullanmaz,
ama aslinda onu istedigi yerlerde yeniden kamitlar. Ornegin
J'den gecen, AB’ye paralel olan dogru

e BK’yi V'de,
e DL’yi S’de
kessin. O zaman

CK:JK::CB:JV::(CB:BA)(BA:JV),

ve ayrica

BA:JV :: AH : HJ,
dolaysiyla (12) dogrudur. Aymi sekilde
JL:EL::SJ:DE::(SJ:AD)(AD: DE),

ve ayrica

SJ:AD :: JH : HA,



dolayisiyla (13) dogrudur. Pappusun kendi kanitinda

BC:DE :: (BC:VJ)(VJ:SJ)(SJ:DE)
2 (CJ:JK)(AB: AD)(JL: EL),

dolayisiyla (3) ve (11) denktir. Sevdiginiz yontemi kullanabi-
lirsiniz.
Lemma I'i ve tersini gostermek igin (14)’tin sayesinde (5)’in
ve
CK:KJ::EL:LJ
orantisinin denk oldugunu fark edelim. Thales Teoremi'nden
bu orant1 ve (4) denktir. Simdi Lemma I ve tersi kanitlanmigtir.
Lemma I ve IV'te H, J, K, ve L noktalari, bir tam dort-
genin koseleridir. Bu tam dortgenin
e H.J kenar1 A’da,
e HK kenar1 B’de,
e JK kenar1 C’de,
e HL kenar1 D’de,
e JL kenar1 E’de
bir dogru keser. O zaman tam dortgenin kalan K L kenar1 ayni
dogruyu F’de keser, ancak ve ancak A, B, C, D, E, ve F
noktalar1 (1)’i saglar. Ayrica F' sonsuzdadir, yani KL AE’ye
paraleldir, ancak ve ancak (5) saglanir.
Ozel olarak eger bir dogru, tam bir dortgenin kenarlarim ke-
serse, o zaman kesigim noktalarinin ilk besi, altincisimi belirler.

1.3 Capraz Oranlar

Lemma IV’in ve tersinin kanitinda ii¢ iiggen kullandik. On-
larin yerine DBH, BAH, ve DAH’yi kullanarak (2)’nin ve

(BK:KH)(HL:LD):: BF:DF (15)



orantisinin birbirine denk oldugunu ve

BK :HK :: (BC:CA)(AJ:JH),
HL:DL::(HJ:JA)(AE:ED)

orantilarimin dogru oldugunu elde ederiz. Bundan dolay1 (2),
agagidaki orantilarin her birine denktir:

(BC:CA)AE:ED) :: BF: DF,
(AE : AC)(BC :DE) :: BF : DF,
BC :DE :: (AC: AE)(BF : DF), (16)
AF -BC:AF-DE :: AC-BF : AE - DF,

ve sonda
AF - BC:AC-BF :: AF-DE: AE - DF. (17)

Pappus’un yontemiyle, H’den gecen, AB’ye paralel olan dogru
o C'K'yi G'de,
e ELyi V'de

kessin. O zaman

BC:DE :: (BC:HG)(HG:HV)(HV : DE)
2 (KB:KH)(AC: AE)(HL:DL),

dolaysiyla (15), (16), ve sonug olarak (17) denktir.

Simdi (17) orantisy, (1) ile ayni degildir, ama ona denktir. Bu
denkligi gostermek icin Pappus’un Lemma IIT'ini ve ¢apraz
orane kavramini kullanabiliriz.

Tanima gore

(AC:CB)(BF : FA)

bilesik orani,

(A,B;C,F)
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olarak yazilan g¢apraz orandir (veya c¢ifte oran). O zaman
orant1 (1),
(A,C;F,B):: (A E;F,D) (18)

olur, dolayisiyla Lemma IV ve tersi, (18)’in ve (2)'nin denkligi
olur.

Eger (18)’de her tarafin harflerine ayni permiitasyon uygu-
lanirsa, denk bir egitlik ¢ikar. Aslinda

(B.A;C.F):: (A, B;C.F)™",
(A,B;F,A):: (A,B;C, F)™", (19)
(A,C;B,F)::1—(A,B;C,F).
Buradaki ilk iki orantiy1 gostermek kolaydir. Son orantiy1 gos-
termek i¢in, Lemma ITT’teki gibi, A’dan gegen, C'K’ye para-
lel olan dogru,
e BK’yi M’de,
e F'K'’yi N’de
kessin. O zaman
(A,C;B,F):: (AB: BC)(CF :FA)
: (AM : KC)(KC : AN)
o AM : AN.
Simdi B’den gecen, C'K’ye paralel olan dogru, FFK’yi O’da
kessin. O zaman

AC:CB:: MK :KB:: MN : OB,
dolayisiyla

(A,B;C,F):: (AC:CB)(BF : FA)
::(MN:0B)(OB: AN)
i MN: AN.
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Simdi
(AM : AN)+ (MN : AN) :: (AM + MN): AN :: AN : AN
oldugundan

(A,C;B,F)+ (A, B;C,F) :: 1,

ve (19)’un son orantist kanitlanmigtir.
Gruplar kuraminda {1,2,3,4} kiimesinin permiitasyonlari,
S, grubunu olugturur, ve bu grup,

(1 2), (2 3), (3 4)

dongiileri tarafindan tiretilir. Simdi 7 € Sy ise
T(Ala A2; A37 A4) e (AT(1)7 AT(Q)) AT(3)7 AT(4))
olsun. Ornegin
(1 2) (A,B;C,F):: (B,A;C, F),
(2 3) (A,B;C,F):: (A, C;B, F),
(3 4) (A,B;C,F):: (A, B; F,C).
O zaman (19)’daki orantilarin sayesinde, her A ¢apraz oram

i¢in, S4 grubunun her 7 elemani i¢in 7\ orani, A’dan

Tz r—1—=x

islemleriyle elde edilebilir. Bundan dolay1 7\, agagidaki oran-
larin biridir.

>
—
|

> =
>
|
—_
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Bunlarin bazilar1 sonsuz olabilir. Aslinda
(A,B;C,A) :: o0
ve ayrica
oo i 0, 07! :: oo, 1l—o00::00

tanimlanabilir. Burada oo, bir orandir.

Ayni1 zamanda her dogruya bir sonsuzdaki nokta eklene-
bilir. Paralel dogrularin sonsuzdaki noktasi ayni olsun. Tim
sonsuzdaki noktalar, yeni bir dogru olugtursun. Elde ettigimiz
diizlem, projektif diizlemdir. Burada

e iki dogru, bir ve tek bir noktada kesisir;

e iki noktadan bir ve tek bir dogru geger.
Bir dogrunun sonsuzdaki noktasi oo olarak yazilabilir, ve bu
durumda

(A, B;C,00) :: AC: BC
tammlanabilir. Dedigimiz gibi Lemma IV, (18)’in ve (2)'nin
denkligidir, ama burada F' sonlu olmali; sonsuz ise ayni denklik
Lemma I olur.
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2 Sonsuz Ucgenler

Lobacevski diizleminde, Oklid’in ilk 28 6énermesi dogrudur.
Ozellikle Onerme 28, asagidaki sekilde dogrudur. Eger iki
dogru iizerine diigen bir dogru, dig aciy1, i¢ ve karsit ve ayni
tarafta kalan agiya esit yaparsa, veya i¢ ve aym tarafta ka-
lan acilar1 iki dik acgiya esit yaparsa, o zaman ilk iki dogru
kesigmeyecek.

Lobagevski diizleminde bu onermenin tersi yanhigtir. Bu-
rada kesigmeyen dogrular, ayni dogru ile farkl agilar yapabilir.
Ashinda ABC' dik bir ag1 oldugunda, 6yle bir C'D 111 vardir
ki ag1 olarak

e BCE < BCD ise CE, BA'y1 keser;

e BCF > BCD ise CF, BA’y1 kesmez;

e BCD, dik agidan kiigiiktiir.

Bu durumda CD de BA’y1 kesmez, ve ayrica C'D, C' nok-
tasindan BA’ya paraleldir. Lobagevski'nin kanitladigi te-
oremlere gore

e bir 151n, noktalarinin birinden bagka bir 1g1na paralel ise,
her noktasindan paraleldir;

e paralellik bagintisi, hem simetrik hem de gecislidir, do-
layisiyla (bir 1gin, kendisine paralel sayilinca) bir denklik
bagintisidir.

Paralel 1sinlar kesismez, ve ondan uzatilma ile elde edilen
dogrular da kesismez, ama kesigmeyen dogrular paralel olma-
yabilir.
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Yukaridaki durumda eger BC' = x ise, o zaman tanima gore
BCD = Il(z).

Ayrica
M(—z) =m—TI(x).

O zaman
II: R — (0,7),

ve II orten ve kesin azalandir, dolayisiyla stireklidir.
Hilbert’in tanimina gore 1ginlarin bir paralellik sinifi, bir
uctur. Boylece
e paralel 1ginlarin ucu aynidir,
e paralel olmayan 1ginlarin uclar: farkhidir.
Her A noktasi ve S ucu igin,
e u¢ noktasi A olan,
e ucu [ olan
bir ve tek bir 151 vardir. Bu 151n

Ap

olarak yazilsin.

Her dogrunun iki ucu vardir. Bir AB dogrusunun uglari, bir
~ ucundan farkl olsun. O zaman AB~ “sonsuz liggeni” vardir.
Bu ti¢genin

e tabani, AB dogru parcasidir;

e sonsuz kenarlar1, Ay ve B~ 1gmlaridir;

e A’daki ve B’deki acilari, BAy ve AB~’dir.
Ayrica Ay ve Bry, bir AyB agisim yaparak sayilabilir, ama
bunu kullanmayacagiz.

Birkag¢ teoremimiz vardir. Finalde bunlardan birinin kanitim
isteyebilirim.
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16

Eger sonsuz bir licgenin tabani ve bir agisi, bagka sonsuz
bir iiggenin tabanina ve bir agisina esgit ise, o zaman kalan
acilar da esittir.

Eger sonsuz bir ii¢ggenin acilari, bagka sonsuz bir tiggenin
acilarina egit ise, o zaman tabanlar da egittir.

Eger iki ac1, iki dik agidan kiiciik ise, o zaman acilar1 bu
iki agiya esit olan sonsuz bir iiggen vardir. (Dikkat edin:
iki aginin biri genig olabilir.)

Ug noktasi sonsuz bir iiggenin acilarinin agiortaylarinin
kesigim noktasi olan ve ucu tiggenin sonsuz kenarlarinin
ucu olan 1511n her noktasi, liggenin sonsuz kenarlarindan
ayni uzakliktadir.



